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EXERCICES 

DE CALCUL INTÉGRAL. 



PREMIERE PARTIE. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

A p R È 6 ayoir épuisé les formules différentielles qui s'intègrent 
tant 'algébriquement que par arcs de cercle ou par logarithmes^ les 
Géomètres s'occupèrent de rechercher toutes celles qui sont inté- 
grables par les arcs d'ellipse ou p&r les arcs d'hyperbole ( ' ).^ 
On ayait lieu de croire que ces transcendantes tenaient le premier 
rang après les fonctions circulaires et logarithmiques ^ et il impor- 
tait au progrès des nouveaux calculs ^ de ramener à un point 
de difficulté bien connu ^ toutes les intégrales qui étaient susceptibles 
de cette réduction. 

Les formules qu'on peut intégrer par cette voie se trouTèrent 
très-nombreuses ; mais il n'y avait point de liaison entre les résultats^ 
et ils étaient loin de former une théorie. 

Un Géomètre italien , d'une grande sagacité , ouvrit la route à des 
spéculations plus profondes (*). Il prouva que sur toute ellipse ou 



(*) Maclaurin. Traité des Floxions. — D'Alemhert. Mém. de Berli^. 174^- 
(*) Fagnani^ Prodazioni m^tematiche ^ Tom. II. 

l 
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a PREMIÈRE PARTIE. 

sur toute hyperbole donnée^ on peut assigner ^ d'une infinité de 
manières j deux arcs dont la différence soit égale à une quantité 
algébrique. Il démontra en même temps que la lemniscate jouit de 
cette singulière propriété^ que ses^arcs peuvent être multipliés ou 
divisés algébriquement^ comme les arcs de cercle^ quoique chacun 
d eux soit une transcendante d un ordre supérieur. 

Euler, par une combinaison qu'on peut regarder comme fort 
heureuse , quoique ces hasards n'arrivent jamais qu'à ceux qui savent 
les faire naître , trouva l'intégrale algébrique complète d'une équa- 
tion différentielle composée de deux termes séparés^ mais sem- 
blables , dont chacun n'est intégrable que par des arcs de sections 
coniques (*). 

Cette découverte importante donna lieu à son auteur de comparer 
d'une manière plus générale qu'on ne l'avait fait avant lui^ non- 
seulement les arcs d'une même ellipse ou d'une même hyperbole y 
mais en général toutes les transcendantes comprises dans la for- 
mule / -^> où P est une fonction rationnelle de or ^ et R un radical 

de la forme [/(a+ Cx +yx^ + J^JO^ + ^^)y^9^yy9^y ^y ^^^^ 
constans. 

Llntégmle trouvée par Euler était trop remàrquabla pour ne pas 
fixer particulièrement l'attention des Géomètres. L^i^ange voulut 
£iire rentrer cette intégratiou dans les procédés ordinaires de 
l'analyse; il y réussît par une méthode fort ingénieuse (*}^ dont 
l'appltcation s'élève gnaduellement das transcendantes inférieures 
aux transcendantes Eulériennes ; mais il essaia inutilement de par* 
venir à un résultat plus général que celui d^Euler* 

Peu de temps après , Landen, géomètre anglais , démontra que 
tout arc d'hyperbole peut être mesuré par deux, arcs d'elUpse (^);; 
découverte mémordile qui réduit aux seuls arcs d'ellipse toutes 
I^ intégrales qu'on n'avait pu exprimer jusques-là que par la recti** 
fication des deux courbes. 

Enfin Lagrange se signala de nouveau dans la! même carrière^ 



C) EuUr, Novi Com. Fetrop. Tom. VI et VII. 

(*) Mérti. de Turin, Tom. IV. 

(0 Mathematical Memoirs, by John Landea , 1780. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5 

en donnant une métliode générée (*) pour ramener^ par des 
transformations successives, rintëgrale /-«— ^ Tintégrale d'une for- 
mule semblable qui y par la disposition de ses coefiiciens ,. est &cil^ 
à évaluer par apprpximation. Ces transformations ont le double but 
de servir à la comparaison d une suite de transcendantes formées 
d'après la xnéme loi ., et de conduire aux approximations les plus 
rapides dont ces fonctions sont susceptibles. 

Telles .étaient Les principales découvertes des Géomètres dans b 

théorie des transoendantes désignées par / *'^> Iwsqoefe publiai 

mes Recherches sur Imtégration par arcs d'ellipse (•). La première 
partie avait été composée avant que j'eusse connaissance duthéorèmie 
deLanden; elle contenait des vues nouvelles sur l'usage des arcs 
d^ellipse y et particulièrement un moyen d'éviter l'emploi des arcs 
d'hyperbole dans le calcul intégral » en y suppléant par une table 
d'arcs d'ellipse dressée convenablement. Je donnai ensuite une nou- 
velle démonstration du théorème de Landen , et je prouvai par la 
même méthode^ que tonte ellipse donnée «fait partie d'une suite 
infinie, d'ellipses tellement liées entre elles , que par la rectification 
de deux de ces ellipses^ prises a volonté , on obtient la rectifica- 
tion de tputes les autres. Ces ellipses ayant un demi-grand axe 
commun égal à l'unité , et leurs excentricités variant suivant une k^i 
connue^ depuis zéro jusqu'à Funité, on peut par ce théorème réduire 
la rectification d'une ellipse donnée à celle de deux autres ellipses 
aussi peu différentes du ceroie qu'o^ voudra. C'était un pas de plus 
dans une carrière difficile. 

Mais cette matière y et en général la théorie des transcendantes 

désignée par l—pr-f demandait k .être traitée d'une ^panière plus 

mé&odique et plus approfondie. C'est ce que j'essayai de fiiire dans 
mon Mémoire sur les Tramcendautes elliptiques y publié en tj(fi. 
Je me proposai dans cet ouvrage y de comparer entre elles toutes 
les fonctions comprises sous cette dénomination ^ de les classer en 
différentes espèces y de réduire chacune à la foime la plus simple 



0*) Nouveaux Mémoires de Turin, ann. 1784 et 1786, Tom. IL 
(*) Mém. de TAcad. des Sciences de Paris 1 aon* 1786. 
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4 PREMIÈRE PARTIE; 

dont elle est susceptible y de les évaluer par les approximations lec 
plus promptes et les plus faciles ; enfin ^ de former de l'ensemble 
de cette théorie une sorte d'algorithme qui pût contribuer à étendre 
le domaine de l'analyse. 

Ayant repris la suite de ces recherches , après une ïongtie inter- 
ruption, j'ai réussi à perfectionner cette théorie dans quelques 
parties , principalement dans celle qui concerne les fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce. Ces améliorations étaient de nature 
à apporter quelque changement à mon premier travail ; j'ai donc 
cru devoir traiter cette matière dans un nouvel ordre , en lui 
donnant de plus grands développemens et Téclaircissant par des 
exemples choisis. C'est le résultat de ce dernier travail que je pré** 
sente dans ce moment aux Géomètres ; j'espère qu'ils voudront bien 
l'accueillir comme une nouvelle branche d'analyse qui peut offrir de 
belles et d'utiles applications. 

Idée générale des différentes sortes de transcendantes contenues 
dans la formule intégrale /— »-• 

(i). Nous représentons par P une fonction rationnelle quelconque 
de Xy eX par R le radical y^Ça-^Cx-i^yx^+Sx^+ix^) : ce radical 
restant le même , on peut donner une infinité de valeurs à P ; 
mais il n'en résulte pas pour cela une infinité de transcendantes de 
nature différente. On peut toujoiirs par des intégrations partielles , 

réduire l'intégrale / -«- à une partie algébrique , plus im certain 

nombre de transcendantes y qui sont toujours de la même forme et 
de la même nature. C'est ce qu'il s'agit de développer. 

Supposons d'abord que P soit une fonction entière de jr , ensorte 
qu'on ait P=A+Rr-j-Ca:'+. . . .-+- K-r*. Si on représente , pour 

abréger, l'intégrsde / ■-»— par FI", il est clair qu'on aura 

y^ = An*+ Bn'+cn* -h. . . .+kji* : 

or, en différentiant la quantité a:"-Tl, et revenant de la différen- 
tielle à l'intégrale, on trouve cette formule 

+ (,71— |)crn--'+(w— Oen-; 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 5 

d'où il suit que n*, n""^*, etc. peuvent s'abaisser successiyemenl à 
des degrés inférieurs, et qu'on peut continuer la réduction jusqu^à 
ce qu'on n'ait que des quantités au-dessous de n*; car la réduction 
de W est encore possible, parce que dans le cas de /»= 5, le terme 
qui semblerait devoir contenir IT""' s'évanouit. Donc P étant une 

fonction entière de a: , l'intégrale / -«^ pourra toujours se réduire à 

une quantité algelbftique , plus une transcendante qui sera constant- 
ment de la fonne 

/(A+Bx-hCxO^- 

(2). Considérons maintenant la formule dans toute sa géùéralite, 
et soit P une fonction rationnelle quelconque de x : on fera comme 
s'il était question d'intégrer la fraction rationnelle Vdx ; on extraira 
d abord la partie entière qui peut y être contenue , et cette partie 
sera traitée comme il vient d'être dit. On décomposera ensuite le 
reste en plusieurs fractions partielles , selon le nombre des facteurs 
du dénominateur ; de là résulteront autant de termes dans l'intégrale 
totale , et chacun de ces termes pourra être représenté par Texpres- 

' sion générale N Aj^r— r^j. Or , il est facile de réduire tous les 

termes de cette espèce à des termes semblables, où A:*= i ; c'est te 
que nous allons prouver dans un instant. Observons auparavant que 
si le dénominateur , au lieu d'être complexe, était simplement x% 

l'intégrale / -7;^, et toutes les semblables où A: > i ,. pourraient se 

déterminer par le moyen del'intégrale jf — hB+Cr-f-Dac*) -g-^ il 

suffirait pour cela de donner à 771— • 4 des valeurs négatives dans 
la formule de l'article (i). 

Revenons au terme général /Vr; — yf[ m^^ ^^"^ appellerons f *. 

Si on fait i +/ia:=û> , et qu'on prenne les coefficiens a', C, etc. , 
de manière qu'on ait l'équation identique 
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6 PREMIÈRE PARTIE. 

on trouvera par la difféx*entiatioa de la quantité Wt-^^M cette 

formule générale : 

D'où il suit que les quantite's r% T', etc. , peuvent se déterminer 
•u moyen de r',P, F-, F-; or, T^^f^y r-;;=/(i+«x)^^ 

r— =/(i+/iar)'^. Donc en .général la io/mnley^^^^^, et 

toutes les formules semblables dans lesquelles k est plus grand que 
l'unité j se réduiront toujours k une partie algébrique^ plus .une 
intégrale de la forme 

(5). Nous conclurons de là que^ quelle que soit la fenctioa 
rationnelle de x représentée par P, l'intégrale /^-g- sera toujours 

décoxnposable en trois parties principales y la première algébrique , 

dx 
la seconde de la forme /(A + Bar H- Cjc*) -g-, et la troisième ren- 
fermant un ou plusieurs termes de la forme N fz — î r^ • où le 

coefficient n peut être réel ou imaginaire. 

On voit par cette analyse que le nombre des transcendantes 
comprises dans la formule J-g— est tres-limité, il n'en existe que 

de deux espèces principales^ Tune de la forme y^A-*f-Ba:-f-C^*)ir* 

l'autre de la forme /t-x — ^R• J'observe même que tant que n 

est réel^ cette seconde espèce est comprise dans la première, et 

s'y ramène immédiatement , en faisant ^l^nxxs=:.~. 

Ces réductions générales une fois aperçues, nous allons suivre 
une autre route pour parvenir à une connaissance .plu9 pcécise des 
mêmes transcendantes* 



Digitized by 



Google 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES- f 

Manière de faire disparaître les puissances impaires de la variable 

sous le radical» 

(4). Le radical étant toujours v/(« + ^^ + >Jc* + ^J:^ + fi^) , 
supposons que la quantité sous le signe soit décomposée en deux 
facteurs réels Ç + a>jx-f-Ôàr% X + a/tx+i'o:'. Ces facteurs doivent 
être de même signe pour que le radical soit réel; ainsi on peut 
supposer 

Ç 4- aw + Ar* sa: (A H- a^tw + >x^)^% 
De là on tire, 

et si on appdlle, pour abréger , Y le radical de cette expression; 
on aura -^ = ■^. La valeur de oc étant substituée dans P, on voit 
que la différentielle -^ ou -^ se décomposera toujours en deux 

parties^ l^xne rationnelle et intégrable par les règles ordinaires , 
l'autre afiectée du radical Y, mais tdle, qu'il n'y aura que des 
puissances paires de jr sous le radical et hors du radical. Ainsi 

rintégration de la formule -g- se réduit toujours à celle d'une 

formule de la même nature ^ dans laquelle P et R ne conliennent 
t|ue des puissances paires de x. 

(5). Cette méthode est générale; cependant ^ comme la valeur 
de X , qui doit être substituée dans P , est un peu compliquée , 
il ne sera pas inutile de faire voir qu'on peut parvenir au même 
but par une substitution beaucoup plus simple y qui consiste à fiiire 

x=:^^^^^, p et q étant deux constantes indéterminées. 

Reprenons les facteurs Ç+^^'^ + fl^*^ X^^ 2fijc ^vx*, el svhs^ 
tituons dans chacun d'eux la valeur de x, on pourra faire abstraction 
du dénominateur conuniui qui sort du radical ^ et pour que les 
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8 PREMIÈRE PARTIE. 

puissances impaires de j disparaissent dans les numérateurs ^ il 
faudra qu'on ait 

Ç 4- „ (p'+- (f) + ^pq = o; 

Ces deux équations donneront des valeurs rationnelles de ;? -f- </ 
et pcf ; mais pour que p ei q soient réels ^ il faut encore que 
{p + ^y — 4^7, ou {p — qY soil positif. Or, on peut distinguer 
deux cas : 

1*. Si la quantité a + ffo: -|- ya^ + etc. n'a pas tous ses facteurs 
réels, on pourra supposer que X-f-ri^tx + vx* en contient deux 
imaginaires, et qu'on a en conséquence Kv >/t*. Mais la seconde 
des équations en p ti q donne 

donc dans ce premier cas le second membre est positif, et les 
yaleurs àe p e\ q seront réelles. 

a*. Sr la quantité «t -f. gx •+■ etc. a tous ses facteurs réels, et 
qu'en la décomposant en deux facteurs du second degré, comme 
on vient de faire , il n'en résulte pas des valeurs réelles pour p 
et ,q ; alors on observera qu'il y a deux autres manières de dé-* 
composer la quantité du quatrième degré en deux facteurs du 
secoud, et on peut être assuré que ces deux nouvelles combi- 
naisons donneront des valeurs réelles pour p et q. En voici la 
démonstration. 

Soient a, &, c, ^ les quatre valeurs de x qu'on a en faisant 
R = o , les équations qui déterminent p eX q pourront s'écrire 
ainsi : 

«* — T (^ + *) {p-^q) +pq^o. 

ci — i (c + rf) (;> + 7) 4-;;7 = o, 



et il en résulte 



a "^ a + 6 — c-^d^ 

( P — <y V ^ — ^«û — rf.i— c. J— rf 

Va/ (a + 6 — c— rfy ' 



Or, 
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DES FONCTIONS ELLff TIQUES. ^ 

Or 9 on est'maUre de rendre positif le numérateur- dô cette der^ 
nière quantité; car supposons quç a, b, c , d, soient écrites dans 
Tordre de leur grandeur, les racines négatives Tenant après les 
positives, alors les différences a^^by a^-^c, etc« seront toutes 
positives , ^\ p — q sera réel. On aura encore P'^q réel , si on 
prend pour a et & les extrêmes en grandeur des racines a, b, c, d. 
Enfin, la troisième combinaison donnerait ;?-— 7 imaginaire. 

Donc par la substitution de j?s=: ^ j7^ , il est toujours possible 

de Êûre disparaître les puissances impaires de la variable sous le 
radical , et en même temps on obtient cet avantage , que les deux 
ÊLCteurs , sous le nouveau radical, sont réels et de la forme y+g;;^*, 
4:e qui est un point essentiel, et qu'on n'obtiendrait pas toujours 
par la première méthode. 

Remiarquons qu'il y a deux cas particuliers a examiner. 
. I*. Lorsque l'une des racines a ti b est égale à Tune des racines 
c et dy le radical R se simplifie, et l'intégrale ne dépend plus que 
des arcs de cercle et des logarithmes. 

a"". Si Ton a a-f-6 = ^; + é/, il suffit d'une simple permutation 
pour cesser d'avoir i7-f-& = c+i/; mais on peut aussi profiter 
de cette circonstance pour faciliter la transformation. En effet, les 
deux facteurs de la quantité sous le radical étant alors de la forme 
A + i'(jr»+2/iiar), Ç-f- fl(a:*+ a/wx) , il est clair que si on fait 
^ + m ^=^jy les puissances impaires de la variable dbparaitront. 

Réduction de la différentielle —5- à la forme ,, ^^. , , ; 

(6). Puisque par une première préparation on peut Êdre ensorte 
qu'il n'y ait pas de puissances impaires de la variable sous le ra- 
dical , nous ferons désormais II = \^{cl -f- ^x* + yx'^^. Nous sup- 
poserons aussi que P est une fonction paire de x\ car quelle que 
sôit la fonction rationnelle P , on peut toujours fidre P =3 M + Njc, 

M et N étant des fonctions paires de x : or la partie ^ se ra«- 
mène aux règles ordinaires, en faisant or* =:^ ; ainsi toute la dif- 
ficulté se réduit à intégrer la formule -g-f ^^^^ laquelle M est 
une fonction paire de x. 



Digitized by 



Google 



tû jPREMIÈRE PARTIE. 

Cela pose ^ notis allons prouver par Vénumération des differens 

cas^ que la différentielle r=- pexit toujours se ramener à la forme 

Premier cas. Supposons les facteurs de a + ^x* + j^o:* îroagî- 
naires, et représentons cette quantité par X*+aX/Aar*cos9+At*a:*, 
A et /x étant positifs , et cos 6 pouvant être positif ou négatif. On 

fera Jc = \/(- j • tang t ^, et prenant c = sin ^ 6 ^ on aura la trans- 
formée 

dx 1 df 

Second cas. Soit a + ^Jtr*+ yx^ ;= /n* ( i +;[?'a:' ) ( i — 9*«3cr* ) ; 

1 1 B* * 

la limite de x étant -«on fera oc :=s - cos 9 et -tt— ;= ^% ce qui 
donnera 

"h ' w^ * V/(i— c^sin^^rt* 

Si on Voulait que la transformée fat positive ^ il faudrait faire 
cot ç = \/( I — c*) tang *, ce qui donne directement 

sin* * 
x^ 



9"* + P* cos»* • 
et la transformée serait 

dx c dir 



Troisième cas. Soit «+ Sx* 4- 3^ a:* = m* ( i +p*x*) (jc* — y*)^ 
cJn fera x=x —2- ■■ ■ as c% et on aura 

cos 9' i+f^q 

dx ^^^ c d^ 

Quatrième cas. Soit a + €a:* -f- yx^ = m* ( i +;?*a:' ) ( 1 + y**^*) > 
on supposera p> q yt\. faisant jc = î?îîi^, ^^? 3z= c*, on aura 

dx 1 J^ 

R ■"" îwp" * |/(i— c*8in*fy 

Cinquième cas. Soit «+ Ça** + yx^ 5= ^w* ( i — • ;?*^*) (i — y*x') , 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES: it 

on supposera p>q,ûi ùiaant px;s^sin ^ ,^sso,U trànsforméa 
sera 

dx ^^ 1 df 

Cette formule sentira depuis x =: o jusqu'à or r= - ; le radical R 
serait imaginaire depuis or = - jusqu a a: ss= - ; mais il redevient 
r^el depuis x iss~ jusqult x = oo. Dans ce dernier cas ^ il faut 
écrire R*s:iii* (;r»ar'— iX/^-^i), et fiisant fraaa jt~, 2=e, la 
transformée sera — 7^^ . , ■ v * Si on veut (ju'elle soit positive ,' 
il faudra , comme ci-dessus , Êiire cot p = |/( i »— c* ) • tang ^ ^ ce 
qui donnera directement x^ ss ^~^ " * * ^ et la transformée sera 

dx 1 J<^ , 

formule absolument semblable à la première; d'où il suit que l'inté- 
grale de -g- pour le cas de jr ^ -^^ se déduira toujours de la même 

intégrale , prise en supposant « < ^. 

Sixième ùas. Enfin^ soit flt+ffjc*+ j^jc^ssm* (jc*— ç*) (p^ — «•) ; 
alors X doit être compris entre p et ç. Soit p>ç , et soit fiiit 

jc = --^, on aura d'abord -^ = ,,^ , — ; — . . ^^ . Dans celte for- 
ces*' R my'Cp'— 7*— /?*8in'*) 

mule^ l'angle 'f' a une limite; pour en introduire un indéfini^ soit 
sia 'Ir z=zc siap et c^ = clzii- on aura la transformée 

dx i dp , 



à laquelle on serait parvenu directement en faisant 

(7). On peut remarquer maintenant, qu'abstraction faite du premier 
cas^ les valeurs de x^ qui opèrent la réduction clierclaée ^ août tour 
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1^ PREMIÈRE PARTIE; 

jours de la forme qT^^^^ y où les coefficîens sont constâns. H 

ne s^agit plus que de substituer cette valeur de a^ dans P ^ et la for-^ 

mule /-g- sera transformée en une. autre j .. _cf- *^\ > ^^^ 

laquelle c sera plus petit que l'unité, et Q sera une fcmction 
rationnelle paire de sîn ^ y laquelle contiendra sia ç au même 
degré ?qne!P contient or. v 

iléons faisons abstraction du premier cas ^ parce ^e la forme de 
la valeur de x est un peu différente , et que d'ailleuryen suivant la 
méthode de Tarticle 5, oh évité ce cas^ puisqu'on tombe toujours 
sur des facteurs réels. Mais nous reviendrons dans un autre article^ 
sûr le cas des facteurs imaginaires. 

; Développement de la formule /^(^.^Xia-^y - 

(8). Nous représenterons dorénavant le radical {/(i — c*sin*tp) 
par A , et aussi par A (0) et A ( c, ^), lorsquVn le regardera comme 
fonction de ^, ou comme fonction de c et ^. 

Considérons d*abord le cas où Q si^ra^t une fonction entière^ et 
soit Q = A + B sin*^ -|- C sin*<p + etc. ; si on représente pour 

abréger , l'intégrale J ° ^' ^ par Z**, on aura 



/ 



. ^ = AZ*4-BZH-CZ^+ etc. 



Mais en difTérentîant la quantité A cos ^ sin''!'^^^^ on trouve aisément 
la formule 

Acos(psîn**-^^=(2*— 5)Z**--*— (i+c*)(2*— a)Z'*-*4-<2*— i)Z«»;: 

d'où il suit que Z^, Z*, etc. peuvent s'exprimer au moyen de Z*' 
et Z% et qu'ainsi dans le cas où Q est une fonctian entière , l'inté^ 

grale /-^^ est éjgale à une quantité algébrique, plus une inté'grale- 
de la forme /( A +B sin»ip } §,. 

(9). Soit maintenant Q une fonction quelconque rationnelle de 
<in*9 ; après avoir extrait la partie entière,. et l'avoir traitée comme 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. i5 

SI vient d'être dit, le développement de la partie firactionnaire 
pourra toujours se faire de manière qae chaque fraction partielle 

soit de la forme 7— ^ — ^-77^9 » et N étant des coefficiens cons- 

UnSy réels ou imaginaires^ Il s'agira donc de réduire la formule 

r. , . . ^ y , et toutes les semblables aux formules les plus simples 

de la même espèce. Or , si on fidt pour un moment sia f == x^ 
cette formule deviendra 

/• dx ' 

Considérons^ pour plus de généralité , la formule 

dans laquelle R représente le radical \/{cL^€x*^yx^) , on tron^ 
vera par les moyens déjk indiqués, 

+ (^-4) (-4 + ^) n'-^ (:^-5) t n'-'. 

De là il résulte que le terme n', et tous les semblables où k est 
plus grand que l'unité , peuvent s'exprimer en partie algébrique- 
ment, en partie par les quantités II*, 11% 11""% qui sont les plus 
simples de leur espèce. On peut même observer que si i + 'z^ 
était diviseur de la quantité sous le radical , auquel cas on aurait 

a -— . - -4- ^ =: o , alors la formule précédente aurait un terme de 

moins ; ainsi la quantité n* ne dépendrait plus que des deux 11^ 

et n-*. 

Donc la détermination de n* dépendra en général de la formule 

dx 



f{-^+^+^)^- 



et en particulier lorsque i + nx* sera diviseur de R% on pourra 
faire disparaître ce dénominateur, et la détermination de 11^ 1^ 

dx 

dépendra plus que de la formule /(B-f-Ccc*) ^^^ 
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(ïO). L'application de ce résultat à l'intëgrale / /^ * „ ^l^y ^ fait 
voir qu^en général cette intégrale dépendra de la suivante ^ 

Et dans le cas particulier où i + »sin*(p sera facteur de cos^^.A% 
l'intégrale pourra être débarrassée du dénoaûnateur , et ne dépendra 
plus que de la formule entière 

Ce cas particulier aura lieu si /i s=: — i , et si 1» = — c*, alors les 
formules sont ^ ^^^^ , ®* Jî?^'' ^* ^** facile en cflfet de réduire 
Tune et l'autre à une partie algébrique , plus une intégrale de la 
forme /(A +8 sin^(p ) ^. On peut ajouter à ces deux cas celui de 

f-r-^ — , qui est susceptible d une semblable réduction y et qu'on 
effectuera par la formnle de l'article 8. 

Il résulte de cette analjse , que la formule générale rSzî ^ ^é^ 
duite convenablement ^ contiendra > i\ une partie algébrique ; 
a*, une intégrale de la forme /( A*f- B sin'^) -^ ; 5* une ou plusieurs 

parties de la forme / ^ . . -£, dans chacune desquelles les coef- 

ficiens N et /i auront des valeurs quelconques y réelles ou ima« 
ginaires. 

Définition des fondions elliptiques , et leur division en trois espèces. 

(il). Puisque les transcendantes que nous avons considérées, 
se réduisent toujot^rs a tes deux formes /( A + B sin*(p ) — , 

7 (t4>ngin*a)A ^ il est clair qu'elles sont comprises dans la formule 
générale * 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ï5 

NoDS appellerons désormais Jonctions ou transcendantes elliptiques, 
les intégrales comprises dans cette formule. La transcendante H sera 
supposée s'éyanouir ou commencer lorsque ^ = o ; son étendue 
sera déterminée par la variable ^ , qu'on appellera Tamplitude ; la 
constante c y toujours plus petite que Funité y s appellera le module ; 
enfin v/(i — £?•) que nous désignerons constamment par b, pourra 
s'appeler le complément du module. 

La quantité H, lorsqu'on ne considère que la variabilité de ç ; 
peut se désigner par H ((p) ; si on considère à la fois la variation du 
module et de Tamplitude , on peut la représenter par H (c, ^)^ 
«t ainsi de suite ^ si on voulait avoir égard à l'inégalité des coe£- 
fîciens. 

(12). U suffit de connaître toutes les valeurs de H^ depuis ^=0 
jusqu'à 9= 90* == ^ > et on connaîtra facilement la valeur de cette 
transcendante pour une amplitude quelconque* En efiet , soit 
ç =z i^dtzAy i étant un entier^ et a un arc plus petit que ^, alors 
on aura 

H(9) = 2.H(0=bH(«). 

Il en est à cet égard de la fonction H comme des arcs d ellipse ; 
et en général des arcs de toutes les courbes ovales composées d^ 
quatre parties égales et semblables : un arc y quelque grand qu'il 
soit^ et renfermant 9 si l'on veut ^ plusieurs circonférences , s'exprime 
toujours sans difficulté par le quart de la courbe et une portion de 

ce quart. La fonction déterminée H T—j est en quelque sorte l'unité 

des fonctions H ^ ou la fonction devenue complète : nous la dési- 
gnerons par H". 

Il ne parait pas que la fonction H y prise dans toute sa généralité^ 
puisse se réduire à des arcs d'ellipse ; cela ^a. lieu que lorsque 
72 = o 9 ou lorsque quelque substitution peut faire disparaître le 
dénominateur i -f- ti sin^^, ce que nous ne croyons pas possible en 
général. Ainsi la dénomination de fonction elliptique est impropre 
à quelques égards ; nous l'adoptons néanmoins à cause de la grande 
analogie qu'on trouvera entre les propriétés de cette fonction et 
celles des arcs d'ellipse. 
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(i5). Puisque toute intégrale désignée par /-g—^ se réduit k 

une partie algébrique , plus un certain nombre de termes qui peuvent 
chacun être assimilés à la fonction H^ il s'ensuit qu'on pourrait 
n admettre, pour les intégrales dont il s'agit, qu'une seule espèce de 
transcendantes , représentée par la fonction H , et dans laquelle les 
coefficiens A, B, /i, seraient à yolonté réels ou imaginaires. Mais 
pour bien pénétrer la nature de ces intégrales et pouvoir établir 
entre elles les comparaisons et les réductions dont elles sont sus- 
ceptibles , il est nécessaire de diviser la fonction H en plusieurs 
espèces distinctes, dont les propriétés deviendront plus sensibles, 
lorsqu'on les considérera chacune isolément. 

J'observe d'abord que les arcs d'ellipse sont contenus dans la 

formjile H. En effet, l'équation de l'ellipse étant j^* 5= — («*— Jp*)> 
si on fût x:c=i a sin (p, on aura 

^ = * cos ^ ^ et |/( dx^ 4- 4ir* ) = i/f ^/ (a* cos*^ + A* sin*^ ) , 

formule qui se réduit à rfç|/(i — c*sin*^) , en faisant ac=: i ^' 
et £?'=! — A\ 
Fig. I. Soit donc le demi*grand axe CA = i , le demi-petit axe CB = *; 
si sur le cercle circonscrit DM' A, on prend l'arc DM' =: ç, et qu'on 
abaisse du point M' la perpendiculaire MV sur le grand axe , on dé- 
terminera sur l'eUipse un arc BM = E , dont la valeur sera 

E2=/A^. 

Cette fonction ou transcendante E constitue l'une des espèces 
dans lesquelles nous diviserons la fonction H ; elle se déduit de la 
formule générale en faisant » = o,A = i,B = — €?•. 

L'équation de l'hyperbole étant^» es 4 ( ^* — **)^ ^* ^'^^ ^*i^ ^^^^ 

)>lablement x = — ^ . on aura 

mais pour avoir un radical entièrement semblable à celui de Tare 

d'ellipse , il faut prendre d'autres dénominations. Soit donc le demi- 

Fig. % axe transverse CAs;; c, son conjugué CB ?= ^ , la distance du 

centre 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. '17 

cemlre au foyer CF = 1 , Tordonnée j^ == é» tang^ , on aura TaKscisse ^^ ■• 

^=ï^ l/Ci-c-sin-*?), d'où résulte \/(dx'+d^)=:f^. 
Mais en différentiant la quantité A tang ^ , on a 

Donc si on appeUe T l'arc d'hyperbole AM qui répond à Famplitude 
^ > ou dont l'ordonnée extrême PM = b* tang ^ ^ on aura 

T= A tang(p — /A^ + A*y§: 

et l'on peut reinarquer que la partie algébrique A tang p n*est 
autre chose que la tangente MZ terminée par la perpendiculaire CZr 
abaissée du centre sur cette tangente. . . 

La fonction T est comprise dans la formule H^ puisqu^le s'en 
déduit en faisant A = ô% B = —- Av% /ï= — i ; si on prend cette 
fonction pour la seconde espèce des transcendantes contenues dan^ 

la formule H , l'intégrale f-^ pourra s'exprimer par les arc3 E 

et T au moyen de l'équation 

^•JÇ=E4-T — AlangÇ). 
Enfin ^ comme on peut mettre H sous la forme 

il ne restera plus à considérer qu'une troisième espèce de transcer> 
dantes , représentée par la formule 

n — r ^ 

Telle serait donc la division des fonctions elliptiques en trois 
espèces y si l'on admettait les arcs E et T comme constituant les 
deux premières espèces , et c'est en effet la première idée qui se 
présente dans ce genre de recherches. 

(14). Mais, par un examen plus approfondi des propriétés de ces 

5 
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- iiMictîÔDS f on trouve cfne k fonctioQ F ^= j-^ ^'^ ^^ préférée 
à Tare d'hjperkofe T^ pçur en faire l'une des Irois espèces de 
fonctions elliptiqiBe&^ et que même cette foDClîoii f^àoii être 

considérée comme plu» simple qoe l'arc d'ellipse /A^/lp. 

En effet , on prouvera ci-après que la fonction F peut s'exprimer 
par deux arcs d'ellipse ; mais l'inverse n'a pas lieu , et un arc 
d'ellipse ne peut pas s'exprimer par deux fonctions telles que F , 
ce qui indique déjà que la fonction E est d^me nature plus com- 
posée que la fonction F. Mais cette conséquence se manifeste plus 
clairement encore par l'examen des propriétés respectives de ces 
fonctions. . 

La propriété la plus remarquable des fonctions F ^ est qu'on peut 
déterminer par des opérations purement algébriques y une fonction 
é^le à la somme ou à la différence de deux autres fonctions ; d'où il 
suit qu'on peut déterminer algébriquement une fonction multiple , 
sous-multiple ou en général qui soit dans un rapport rationnel avec une 
fonction donnée ; propriété que les fonctions F partagent avec les 
«rcs ée cercle, et les k^arithmes , et qui a tien quand même ces 
fonctions, considérées comme des intégrales' aa des arcs de courbe ^ 
n'auraient pas l'origine commune (p = o, et commenceraient à des 
points quelconques. 

Les arcs d'ellipse et les arcs d'hyperbole sont de toutes les autres 
transcendantes , celles qui approchent le plus ^e jomr dfe là mémo. 
propriété, mais elles n'en jouissent pas d'une manière absolue. 
Ainsi deux arcs étant doimés sur l'une de ces courbes , à compter 
du même point où ^ = o , on peut trouver algébriquement , non 
pas un arc éga) àlenr somme, mais un arc égal à cette somme*, plu» 
ou moins une quantité algébrique , ce qm prouve que les arcs T 
et £ sont d'une nature plus composée que les fonctions F. On 
doit donc regarder ces dernières comme tenant le premier rang après 
les arcs de cercle et les logarithmes (*). 



• X *)-Cc8 foiictîonr rfnmnawif un si grand nombre de proprfétér , que qnaad eïtén 
seront plus généralement connues, oi» j«gera •aB^doute^aécettaife^déleur imposée 



un nom pacticidier , et de désig^ner la fonction de c et f égale i j-^ / 



commron 
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DES FQNCnOÎÏS ELLIPTIQUES. 19 

EnGo un motif qw fuffiraîJt sml pour faire préférer las fenctîons 
F aux fMClîonf T da»^ le daftsemeat des ibnctioas elEptiqMs^ 
c'est qu'on ne peut supposer <p > j ^ dans la fonction T , tandis 
qu'on peiit siqpipûtar ^ due grandevr qnekmMiQe «lass ks fimctions 
F et E qui 9 en général^ croissent presque proportionnellement à 
l'angle f . Or les applications du calcul intégral , prlncipalemetit 
celles qui concernent la mécanique , donnent souyent Ken d'attri- 
buer à la variable principale ^ des valeurs quelconques , compo- 
sées^ si l'on veut^ de plusieurs circonférences. L'eoiplot des fonc- 
tions T ferait donc naître des embarras ou même des erreurs y ce qui 
n'est jamais à craindre dans celui des fonctions F. 

(i5). Cela posé, les fonctions ou transcendantes elliptiques com- 
prises dans la formule H , seront divisées en trois espèces : 
La. première et la plus simple est représentée par la formule 

La seconde est Tare d'ellipse, compté depuis le petit axe et dont 
l'expression est E = /Adf} 

Enfin la troisième espèce e^t représentée par la formule 

n »5: / > ■ , ' ^ ' o \ ' ï ; elle contient * outre le modale c commun aux 

j (i + nsin^t^) A ' ' 

deux autres espèces , un paramètre n qui peut être à volonté positif 
ou négatif, réel ou imaginaire. 

On pourrait croire que le cas oii « est inuginaire , diffùne essen- 
tiellement du cas où » est réel, et qu'il exige la formation d'une 
quatrième espèce de fonctions elliptiques ; mais par des réductions 
et des transformations que nous exposerons ci-après , on verra que 
cette quatrième espèce est inutile k considérer , et qu'on peut ainsi 
restreindre la troisième espèce aux seuls cas où n est réel. Nous 
regarderons seulement comme conditions nécessaires et communes 



désigne l'arc dont le sinus est x, ou le nombre dont It logarithme est^. Il semble 
ipx'on GwactérÎMrait assez bien la fonction F en Im donnant le nom de Nomê , 
parce que cette fonction a la propriété de régler tout ce qui concerne la com^ 
paraison des fonctions elliptiques. Peut-être conviendrait-il en même temps de 
donner les noms à'Epinome et de Paranome aux fonctions E et n qui constitueiit 
lea deux autres espèces. • 
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aux trois es]^èces de fonctions y qae l'amplitude ^ et le module e 

soieut réels y et qu'eu méni^ temps c soit plus petit que l'unité. 

Comparaison des fonctions elliptiques de la première espèce. 

(i6). Tous les Géomètres connaissent l'intégrale algébrique com* 
plète qu^Euler a donnée de l'équation différentielle 

dx j ^ 

D'après les réductions indiquées dans l'article 6 , cette équation péut^ 
sans perdre de sa généralité y être mise sous la forme 

et alors son intégrale est F (^) -|-F (4) =F (a^) y A^ étant une cons- 
tante arbitraire. Mais la même intégrale trouvée par la méthode 
d'Ëuler y s'exprime ainsi : 

cos ^ cos 4 — sîn ^ sin 4 V{ ^ — c'sîn>t) =2 cos y». . . . (a') ^ 

et vôïcî comment on peut vérifier ce résultat à posteriori. 

J'observe d*abord que l'équation (^) peut être mise sous l'une 00. 
l'autre des deux formes suivantes ; 

cos fi cos <p + sin ft sin ^ A (4) ^ cos 4) /Lf\ ^ 
cos/tcos4 + sinAtsin4A (<p)^= cos ^J"**^ '' 

Car ces équations dégagées chacune du radical qu^elles contiennent^ 
cfonduîsent au même résultat que Féquation (a^) dégagée de son 
radical. 

Cela posé , si on dîfférentie Féquation (^) après avoir divisé 
cbaque membre par sin ^ sin 4 > ^^^ de faire disparaître le radical^ 
on aura 

-^ (cos 4 — cosftcos ^) + jp^(cosç— eosftcos4) = Or 

Substituant dans celle-ci les valeurs de cos4 *--* cos)E4 co8(p el 
cos ^ -^ cos ft cos 4 > données par les équations {b') y on aura 

dp , d\ 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 21 

De là ôû voit que re'quatîon transcendante F((p) + F (•>{/)== F (a^) 
est satisfaite ^ soit par l'équation algébrique {a') y soit par Tune des 
équations {b*) ; car ces trois équations peuvent être employées in- 
distinctement l'une pour l'autre. 

Si on avait c =: o ^ la fonction F ((p) se réduirait à l'arc 9 > et alors 
ayant 9+4 =A^5 ^^ ^^ conclurait 

c6s 9 cos n|/ — sin 9 sin 4= ^^^ f* 
cos fc cos ^ + sîii A^ sÎQ 9 = ^^^ 4 
cos /t cos 4 + sin /4 sin 4 = ^^^ 7- 

C'est en effet ce que donnent les équations (a^ et (3') dans le cas de 
c = o^ qui réduit à Tunité les radicaux A (ft)^ ^(9)> ^(4)* 

(17). C'est ici le lien de fiiire observer , d'après Lagrange(') , que 
si l'on construit un triangle çphérique dont les côtés AB y AC ^ BC Fig. 3. 
soient respectivement égaux aux amplitudes A^ ^ 9 ^ 4 > alors les 
angles opposés C ^ B ^ A ^ seront tels qu'on aura 

CCO8/4 — CO8 ^ cos «X // ^ • • \ 

sm ^ sm 4 
•^. cos o — - cos u cos 4 y, - . _^v 

cos B = — ^ r-^ — 2 = i/f I — c*sm*^> 

A cos 4 — cos u cos ^ y, ^ • . I V •. 

sin fc 81X1 f ^ ^ ^^ ' 

d'où l'on déduit 



ou 



8in*C =5 c»sin> , sin* = iî*sîn*^ , sîn'A ss c»stn*4 9 
_^_ sin C sinB sin A 

"~ sin ft sin ^ sin 4* 



Ces équations s'accordent avec les propriétés connues des triangles 
sphériques; elles prouvent en même temps que dans tout triangle 
spbérique formé par trois côtés ^ ^ 4 > A^^ 4^^ satisfont à Téquation 
transcendante F ((p) +F (4)= F (ft) , le rapport du sinus de chaque 



0) Théorie des Fond, analyt. , pag. 85, 
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I3LU^ au shfms du eèté opposé > ^esa é^ au module ('), Qa vok 
de plu$ que daus le Jtriaï^^le ABC > les deux 9Xigle$ A et ]& saut tpu- 
jpfics aigfi^^ et l'augle C Ipujour^ oJbtus. 

Si on fait ensuite F(At)+F(6) = F(i'),^&wdraoJbierTCrque dao^ 
le upuyew triangle spbenque qui aura ppur côtés fA^AfV, Taille 
opposé au côté fi devra être aigu et avoir le même sinjis que 
l'angle opposé au côté fi dans le premier triangle^ pour que son 
rapport avec sin ^ 90Ît 4f^l ^ c dans It» 4ew: iM^angles ; ainsi il 
faudra que Tangle apposé au côté/tdaus Je ^eirpud triangle^ soit 
supplément de l'angle opposé au côté /jl 4ans le premier j d'où naît 
cette construction. 

Proloage«i h côté AC ver^ £ » fiuteis CD ;;^ â ; 4u ppiut D et d'un 
Fig. 3. intervalle HE =P7/t ^ décriv/e? pn arç .qui reucontrera CE en £ ^ e]t 
déterminera le second triangle CDE , dans lequel on aura CE = v ^ 
et le côte p wtisfena à Téquatioa F ( =^ F(f ) + F(4) + f ( fl). 

Celte con&trucitiou peut être continuée aussi jkûn que les limît^ 
àâs fiôtës des triangles spherique^ peuvent le pertnettre ^ c'est-à-^dir# 
tant que le grand cpté n'ost pa^ pHi3 grand qu'une deœiH:irçon£^- 
rence. Et il est évident qu'on pourrait se servir de la même construc- 
tion pour trouver sucGes3iyement les angles (p^y ^3, ^^^ etc. , tels 
qu'on eût F ((p.) == 2F (:p) , F ((^3)= 5F (<p), etc. , ce qui servirait à 
la multiplication de la :fpiiction F. Mais , nous le répétons y ces 
constructions ne peuvent s'étendre que jusqu^aux limites des triangles 
sphériqueA y tandis que Tanafyse m ^connaît aucune hotrx^p 

Il est bon de remarquer que la considération du triangle sphé- 
rique ABC offre un moyen fort simple de vérifier l'intégrale (a'). 
En effet si en regardant )et et C comme constans , on fait varier 
infiniment peu les côl;és cp et 4^ on aura Ax a^= €6 y oa^r^^ép cos A 
= ^4 ^^^ ^f ^^^ ^^ ^ trouvé cos A=: A(4) et cos 6= A (<p) ; donc 

d^ . d^ ^_^ 

Ainsi une application fort sim[4e de la trigonométrie sphérique 



(*) Up «utrf» triangle ^bpriqup forint par !•« troj« angles f , 4* '^^^ — M , 
et par les trois côtés B, A, i8ô^— G, satisferait également a l'équation 
F^) 4»F (4) = FOi). MaLi le rapport qoi ^tait c dai» le premier triftBglej ds^ 

viendrait - dans celui-ci. 
c 
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^uaàt soft po«r tMtivef Yiuïégtsie dgébnqot complu de Féqua-* 

tion transcendante ^7tv + ail\ = ^^ 

Ci8}. Etant données deux fonctions ellipticpes de première espèce 
F (^) , F (>!/) 5 si on teut trouver une frbisîème fonction F(ft) égale 
à leur somme y il DmU daterminerT* par TécpMition (a") ^ ce qui don- 
nera les formules 

tin. » C04 4> A (4) 4- *» 4- CQg ^ ^ W 

sm ft — ^ _ ^ftg.^,^ ji^.^ 

. ^ tapftpA(4>+taHfe4A») 

W«g-;«^— ^ _ tanft^ tang 4 A ((p) A (4)* 

lyvprès^ celle armera ^mmfe ^ si on prenait deux anglM anxiliaires 

tang ^' =: tang ? A (4) et tang 4' = tang 4 A ((p) , 
il' en résulterait 

;t=^'+4', 

ce qui est ua moyen de calculer aisément Tangle fi par les tables 
des sinus. 

Si l'on (aii fi—i^, c'esl-à-dîre, si Ton a F ((p) + F (4)= F', les 
deux fonctions F(^)y ^(4) seront en quelque sorte complémens 
Tune de l'autre ^ puisque leur somme est égale à la fonction complète 
F'; alors on< aura immédiatement par Téquation (a')^ 

h tang p farag 4 =^ > •* 

c'est la relation nécessaire entre les angles ^ et 4^ pour qu'on ait 
F(^) + F(|4)sF(j^).;=F\ On. en déduit pouir l'expcessioa 
de 4 ea ç ^ 

(19). Etant données deux fondions F (fjy F'(4X ^ <>» Teut con- 
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BAlCre nne troisième fonction V (fi) qui soit égale à lear différeùce^ 

easorte qu'on ait 

F(^)-FC4) = F(At), 

la solution de ce problème se déduira aisément de celle du problème 
précédent^. et on aura pour résultat les formules 

sin u = «^°^ <^Q* 4 A (4) ~«p 4 cQg » ^(^) 
1 — c*ain*^ sin' 4 

'^ 1 — c*sin'^ 8in'4 

A (a) A(^) A(4) + c^sin f sin 4cot ^ cos ^^ ^] 

^^^ "" 1 — c»8in'f ain»4 



tnnrrr^ tang ^ A Qj.) -- tang 4 A (<^) 
^'^ i + tang ^ tang 4 A (jfy A (4)- 



Si dans cette dernière formule on fait tang 9^ = tang ^A(4)> et 

tang 4' = ta^g 4^ W y ^^ *^^^ A* == ?' — 4* 

Ces formules pour la di£férence se déduiraient des formules pour . 
la somme^ en changeant simplement dans celles-ci le signe de 4^ Qt 
conservant A (4) positive. Il est inutile d'ailleurs de faire observer 
Fanalogie qui règne entre les valeurs de sin /a y cos ft ^ et celles de 
sin ( (p =b 4 ) > cos (^± 4) ; ^U^^ coincideraieut entièrement si Toa 
avait c =;= o. 

(20). Puisqu'on connaît algébriquement l'amplitude de la fonction 
égale à la somme ou à la différence de deux fonctions données , 
il est clair qu'on peut trouver algébriquement une fonction multiple 
d'une fonction donnée^ et qu'en général on peut résoudre sur la 
multiplication et la division des fonctions elliptiques de la pre- 
mière espèce ^ les mêmes problèmes qu'on résout sur la multipli- 
cation et la division des arcs de cercle. Désignons par ^. l'amplitude 
de la fonction qui contient n fois la fonction dont l'amplitude est <p , 
ensorte qu'on ail F (^«)=:/iF (^); il s'agirait d'avoir l'expression gé» 
nérale de sin et cos 9. , par le moyen de sin et cos (p. 

Les cas extrêmes n'ont aucune difficulté. Si on a cszzOy alors - 
^^:=:nf y et l'expression de sin ^.^ aiusi que. celle de cos ^«^ se 
déduisent de la formule connue 

cos ^,+ v^— } .sîa ^, =: ( cos ^-f- \/ — I sin^)". 

5i 
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DES FOÏÎCTIÔNS ELLIPTIQUES. aS 

Si on a c=: i , alors la fonction F (cp) devient /—^ , de sorte qu'on a 

F (^) = ï log r |_T^j , et la formule pour la multiplication des 

fonctions est 

1 + iin », _^ / i + gin »\ * 
X — sin f, \i •*- ein f / 

La difficulté est de trouver Texpression générale de sin ^«^ lors« 
que c a une valeur quelconque entre o et x. 

(21)* Considérons d'abord le cas le plus simple^ qui est celui de 
la duplication; il suffira de fiiire ^(/s^ dans les formules de l'ar^^ 
ticle 18^ ce qui donnera 

^ 1 — Ain*» 

^* I — c*$in*» 

A /^ \ ï — 2c*8in*» 4- c*sin*(> 

^C<pO= — r^iÂb^i; — 

tangi(p.=:tang(pA((p). 

La dernière de ces formules se déduirait immédiatement de la con- 
sidération du triangle sphérique ABC qui ^ étant isoscèle dans le cas Fig. 3. 
dont il s'agit y donne tang \ BA = cos B tang BC = tang (pA(9). . 

Ainsi en prenant l'auxiliaire B^ telle que sin B = £?sin ^^ on aura 
tp^ par réquation tang \ 9.= cos B tang f; on trouvera semblable- 
ment ^4 au moyen de ^« y fg au moyen de. ^49 etc. ^ de sorte que la 
fonction F sera multipliée par a^^ 4 ^ 8 ^ x6^ etc. 

Réciproquement^ étant donné j$^ ^ on trouvera ^ par l'équation 

• ^ «in 1 »» 

ou bien ^ app^^t par analogie fj^ l'ampUtude de la fonction qui est 
égale à la moitié de F ((p)^ on aura 

Si l'on fait csin^ssin C^ ce qui donne À ^=cos Q j on aura plus 

4 
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26 PREMIERE PARTIE. 

simplement 

. ^ tin i ^ 

et on satisfera ainsi à Téqualion F (^^^ ) =^ F (^). 

"S 

On trouvera semblablement les amplitudes tp, , ^^, etc.^ par 

ï î ^ 
lesquelles la bisection de la. fonction F (^) peut être continuée in- 
définiment. 

(22). Venons à la multiplication par un nombre quelconque. Pour 
cela, considérons trois amplitudes consécutives ^,«,, ç>,^ Vm^u qui 5 
suivant l'indication, répondent aux fonctions multiples (/i — i) F, 
/iF, (n+i) F. Les formules pour la somme et la différence de deux 
fonctions, s'appliqueront aux équations F (^^) = F ((p») + F (?) > 
F ( (p.., ) = ¥ (9,,) '^'F ((p) y et îl en résultera 



sinç.^;-|-sin(p.-, ; 



i — c^iin*f ain'f. 

^ . ^ ftcos^ain^, 
cos ^,^, + cos ^,«, = ^ . ,^ ; - ; 

Ces formules où A et <p restent constamment les mêmes , tandli» 
que n varie, paraissent aussi commodes qu'il est possible pour 
en tirer les valeurs successives de sin ^^ , sin (pj, cos ç^, cos ^3, etc. 

Soit , pour abréger , 2 A cos ^ =p , i — • tf'sin*^ = ^ ^ c'sin^^ = '^ > 
on trouvera pour la suite des sinus , 

sin 9. ss ^ sin 9 

sm f s 5= -Ç i-sm © 

sm<p,== ^ \y4i,^ -^/^y sm (p 

sin^s^ ^'^^^^^^ + ^^P'^'-^^ ^g» 
etc., 

et pour celle des cosinus , on a , en &isant de plus s = i— ^ 8in*?*4-*^ 
csacos*? — y, 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

COS Ç. = 2LJ^ —5^ 

COS ^, = ^y"-"<y ^^^ COS 9 



COS 



_ / a^<,(q«— ;p»)(aj(y— ■^4->7>') 

<p»-1,3i:f — — ■ 



*,9«— 3/j»V+(i-+ar)jB»f*— 7>« 



■) 



COSf 



etc. 



Mais c«s expressions ëtant entièrement d^eloppées^ deyiennent fort 
prolixes 2 et leur loi est très-difficile à apercevoir. 

Lorsqu'il s'agira de calculer trigonométriquement 9« par le mojren 
de ^ > on y parviendra aisément de cette manière. Les deux formules 
générales étant divisées Tune par 1 autre donneront 

— ■ ^' T ==i= A tanfif 0.. 

ce qui se réduit à cette formule très-simple , . 

ta«g C i ♦•-»..+ î ?^—. ) = Alang f. ,• 

d^ott Ton tire successivement 

tang ^ 9, = A tang (p 
tang (^(Pj 4-i(p) = A tang ^, 
tang a <p^ + ^cp.) = A tang ^, 
etc« 

On connaîtra ainsi successivement par un calcul fort simple j les 
valeurs de Ç»» ^3 » ^^c. On pourrait aussi procéder par de plus 
grands intervalles pour arriver plus tôt à un terme éloigné ; car on a 
semblablement 

Ai étant le A qui répond à Famplitude ^L 

(2S). Ltf division dune IsHiction dliplApie donnëe de [^remièra 
espMe en un certain nooibre d6 ^lies égale» ji cal im problème .. 
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algébrique qu'on résoudra par le développement des formules qui 
servent à la multiplication. Ott a déjà vu les formuler» pour diviser 
par 2 ou par une puissance de 2. Supposons qu'on veuille diviser en 
trois parties égales la fonction F ; on appellera ^s l'amplitude de la 
fonction donnée y et -^ celle de la fonction qui en est le tiers. Fai- 
sant donc sin ^3 =:â et sin <p zszx , on aura pour déterminer a: , 
réquatioQ 

équation qid est du neuvième degré. Elle serait du degré vingt-cia- 
quième pour la quintisection , et ainsi de suite. 

Les équations sont moins élevées de moitié lorsqu'il s'agît de di-^ 
viser la fonction complète F* en un nombre impair de parties ; il en 
est à cet égard de la division des fonctions F ^ comme de celle des 
arcs de cercle; tandis que la division d'un arc quelconque en W 
parties égales^ ^^ig^ !& résolution d'une équation du n"" degré , 
celle du quart de circonférence n'exige que la résolution d'une équ»* 

lion du degré "~' . 

Supposons en général ^,= J-ar, afin qu'on ait F(^) = - F*, on 
aura donc aussi F (?»-,)+F(<Pi)= ^iF (?) = F'; ce qui donne U. 
formule tang ( ^,_t ) = ^ cot f ^ cl'oii Ton déduit 

tang ^.«. = J cot <p 

tang ^... 5= j cot (P. 

»angf..3=Kicot(p, 
etc. 
JMbis à cause de ^, = > ^^ on a 

*ang (i '^-i- T <P— .) = A tang ^,_, sa y eot ^ 
tong(iç.., + i^^3) = Atang^... ^ . . , 

etc. 

De là résultent des formules assee simples pour determitier f^\ , 
f».»> etc. i développant celles qui donnent ^«^ p^, etc*^, on auiia - 
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DES FONCTIONS ELLIPTÏQUES. ùg 

pair la rencontre de. ces deux suites ^ l'équation qui doit détermi--^ 
nar 9^ et le calcul sera 'moins complique que par le développe- 
ment de sin ^» on de cos ^m* ' 

Lorsque ;i=:5 , on aura immédiatement tang (^^+i9) ==x eot ^ ^ 

ou i sin ^ =: A ( I -— sin ^). Soit sm^;=x ,ei Téquation pour dé- 
terminer Jr sera > 

jp 3= 1 — aoc -4- ac^A:? — c'a:* : 

c'est réquation qui donne la trisection de la fonclion F'^ et on Toit 
que son degré ss ^~^ . 

Lorsque nzsiSj il ûiudra éliminer ^j des deux équations 

tang(:^';r4-ï^t) = yCOt(p 
tang(i(p, + i(p)=,A tang^, 

et ensmte mettre au lieu de tang <p^ sa valeur ^ _ ^ sin^Z-h c'L^f i ^^ 
obtiendra ainsi , en faisant sin ^ == or , 

équation pour la quintisection de la fonction F'^ laquelle étant entiè- 
rement développée , montera au degré i a = . 

(24)* Revenons à réquation.de la trisection; elle offre dans sa 
résolution quelques particularités qui méritent d'être remarquées. 
Soit, d'abord x =ijr+ 7^ cette équation deviendra 

Supposons que le premier membre soit le produit des deux £icteurs 
^*— /î;' + y, j'* H* //;' — /', on aura pour déterminer /^^ y> ^i ^®* 

équations y — r =^*— |^ ^ == -^ > /> (^ "f* ^ ) ==^ — i • D^s deux 

premières on tire (y •+t)*s=>;?*— 5;>*4-5^ et. cette valeur étaut 
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Substituée dans la troisième , il en résulte^*— -S/^+S^^ss:^^— lY, 

ou (p^ — I )^ = ^. Soit donc 

€t on aura p* — i = A:, ou;^ = v/( i -4- ^ ) ; d'où rcsqjt* 
Ainsi les quatre valeurs de j seront 

Les deux premières sont imaginaires , et de& deux autres , il n'y a 
que la racine positire qui ceaviewie à la question , ainsi on aura 
^ + T, ou 

si» (p = 4 — I /(i H- A) H- i V^a— k+ 3/(1 — *+*•)] ;. 

de sorte que cette valeur pourra se construire géométriquement, 
lorsque k sera donné. Or, quel que éoil 1 , en a 

» 

valeur qui est toujours comprise entre les limites i et o. 
Soit k^=si , an awra c> =; Tlpvti^^ :>. (|/>— i) eX 

sin(p = i — iv/:^+T as- 
soit A: s: a 9 on aura c'= j=^b* et 

Voilk deux cas dans lesquels la trisection de la fonction P' se fait 
par de simple» extractionl» 4^ vacinee cwrjè&r 

L^ appUcation3 que nOua awona oc€a$ioa de £Mf par ia. f^oiite ,, 



Digitized by 



Google 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5i 

exîgenlquenouscoiisidérîon8eiMîoreIecasdec=i^/(aH-j/3)=cos— , 
et celui de c = ^ v/{a — v^5)=6m ^, 
Soit d'abord c=i v/(a4- 1/5), on aura *»= ^ = ^ s= -^; 

j 3 , 

donc A =s — j |/ a ; d*après cette valeur on trouveta 

sin (pz=z y^5 — i. 

Mais comme les réductions pour parvenir à ce résultat seraient 
fort pénibles , il est plus simple de revenir à l'équation prindtive 

et on vérifiera facilement que cette équation est satisfaite en iai- 
éant JTss v^5 — t ; alors on a sin*^£s:4 — av/5, 6os*fll=t=!2v/5— 3i 

et tang^f^sa-^g , ou lang^^sa ^/^^Y Cest la Valeur de (p qui 
donne F ((p) s= ^ F% lorsifue c s: cos ji* ' 

Soit maintenant css l \/(2 — v/3) , on aura encore A' = ^^ , et 

* = ^V/a=: (4+^/5) l^X 

La substitution de cette valeur dans la formule générale^ fera 
connaître sin ^; mais pour parvenir au résultat le plus simple > 
voici la route qu'il faut tenir. 

Je reprends l'équation générale o= i — ax + c^(2jc^ — x^) ; je 
£ds jc*3=: I — j , ce qui revient à supposer j si cos'^, la transfor- 
mée sera 

Soit ^ ;= -^ ^ on aura de nouveau 

Dans le cas présent^ on a - — | sac ~Ê^ a* 4 (** -^ ^*) *=« ^ 1^5; de 
sorte que l'équation devient 

0=55 »^+&» -+-8/3. «~5. 
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Cette équation étant divisée par z^\^^, facteur inutile pour notre 
objet ^ le quotient est 

o = z* — «•j/S-J- 9« — 1/5. 
Soit enfin z= ^-^7^, et la transformée sera 

3 3 3 

d'où Ton tire p s= y^^ — y/^. Soit Yé^:=simye\<in aura p =^/ii» — /n; 
doncz= p^^^^-r==-2==(a+l/5)z==:..^j;^=cos-^; 

donc enfin cos ç> = i^^^'^lg) = ( m— i) y/(î±V^). C'est l'ex- 
pression la plus simple par laquelle on peut déterminer 9 pour satisfaire 
à l'équation F (^) = \ F*, dans le cas de c=i |/(a — v/5)=sin— . 

Pour effectuer entièrement la trisection de la fonction F*^ .il 
faut encore avoir la valeur de 9«'qui donne F (9.) = f F' : or (p^ est 
facile à déduire de ^ ^ soit par les formules de la duplication^ soit 
par les formules particulières 

. ^ cot © 

tang (P. = — 2^ 



cos ^^ =:s X ^— sin (p. 

La première résulte de l'équation h tang ^ tapg «4/ = i qui a lieu 
(art. i8) lorsque F (l>) 4-F(4) s^ F" j la seconde résulte de la combi- 
naison des équations tang ^,=s: ^^ , tang7^,=u^(^)tang^= —^^t 



et i sin 9 =£ A ( I -» sin ^ ). La formule cos ^^=: i <-^ sin ç est d au tant 
plus remarquable qu'elle ne contient point le module c ^ et 
qu'ainsi elle a lieu quel que soit le module. On aura donc aussi 

rationnellement sin 9« = ^^ (i— -sinip). 

La valeur de sin ^^peut être déterminée directement par la trisec- 
tion de la fonction F(ir), car il est évident qu'ona F(^g)=|F'=^F(^). 
Soit donc sin ^.=r^^ et en faisant dans la formule de la triplication 
(art. d5) a5=ssin'7r = o^on aura pour déterminer/ y l'équation 

o==5 — 4(î+^07* + 6^*r*— ^S 

qui n*a que la difficulté du qiiatrième degré* 

(.5). 
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(aS). Occupons-nous maintenant de l'équation pour la quiutisec-t 
tîon^ qui étant entièrement développée^ devient 

Pour donner au moins quelques exemples particuliers de la réso^ 
lution de cette équation , on pourrait attribuer une valeur à x ( en 
ayant soin qu'elle fut plus grande que la racine de l'équation 
o= I — xjc — 4^*); et d'après la valeur supposée de a: ^ on voit que 
c* se déterminerait par une équation du troisième degré. 

Mais la recherche des cas particuliers de solution^ est une question 
d'analyse indéterminée qu'on peut résoudre plus facilement de la 
manière suivante. 

Soit/? = I — ç^x^^ ^=: ajc (i — . c*ar*) , et l'équaliou de IVtîcle a5 
«era 

P + <7_ (i+:r)v/(i — cV) . 
p — 9 "^ bx 

Élevant chaque membre au quarré > et retranchant de part et d*autre 
l'unité^ on aura 

4p<j p + <y 

Soit p isznuf ^ cette équation donnera p^x^ s^ ^m-f-iK"*— i j^^ ^ 
«oit donc encore 

Sun 

et on aura , en remettant la valeur de y , b*x = /^ ( i -^c^Oi^, ce qui 

donne 

jc— n 



c* = 



x — nx*' 



Mais de Véquatîon ;? = my , ou i — c*x* == 2mx ( i — c*ar*) , on tir# 



flmx — 1 



Égalant ces deux valeurs de c*, il viendra o = i — • (3m-f-'»)jP+Jrr*; 

De là se déduit une solution générale fort simple du problème que 

BOQS nous sommes proposé. Ayant pris pour/7i une valeur quelconque 

5 
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comprise entre i et-î^~tl=i .618 (car ces valeurs répondent aux 

1' V * \ j 'j •.. (m+i)(m — 0* 
limites £? =: I et c = 0} , on en déduit /z =^^ — ; ensuite 

3 5 

Soit j par exemple, m = -, on aura n = -2> de là 

77 — 5i/'45 

•— ]S — 

767-35/145 
767 + 351/145' 

D'après cette valeur du module c et celle de jr = sîn ^ ^ on satisfera 
à l'équation F (^) = jF' ; ensuite il sera facile d'avoir les valeurs 
àe P^j ^3j ^^y par lesquelles on achèvera de diviser en cinq parties 
égales la fonction complète F'. 

(26). Nous avons fait voir comment on trouve ht relation entre 
^» et ^ , pour que F (<Pn) =± nF(p) , n étant un nombre entier. S'il fal- 
lait trouver la relation entre p et 4 pour que F (4) = - F (<p) , metn 

étant des entiers , on prendrait un angle auxiliaire œ ^ tel qu'on eut 
à la fois «F (4) = F (œ) et mF (ç) = F («). La première condition 
donnerait une équation algébrique entre les sinus des angles '<^ etco^ 
la seconde en donnerait une entre ceux des angles ^ et ai ; d'où 
éliminant' ai ^ on aura la relation cherchée entre 9 et 4* 

En général on voit qu'il sera toujours possible de satisfaire par 
une équation algébrique à l'équation transcendante 

o=zrnF {(p) + nF(4) + ;?F(a) + etc. , y 

les coefficiens m^riy p y etc. étant des nombres entiers à volonté, 
qui n'aient pas tous le même signe. C'est une conséquence toute 
simple de ce que l'équation transcendante F(<p) + F(4) = F (ft) 
est représentée j^aruue équation algébrique. 

(27). De là il résulte qu'on peut toujours trouver l'intégrale algé* 
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brique complète de réquation différentielle 

JM et n étant des nombres entiers ; car Tintégrale est d'abord 
mV (^) =bnF (4) = const. Et si on suppose que lorsque 4 = o , om 
ait Çz=ifjL,]a constante sera mE (a^)^ et on aur a lïutégrale 

wF (<p) ± TzF (4) = mF ()tt). 

Soit m une auxiliaire telle que F ( yti) s» F (f) ab F («) ^ on aura 
en même temps mF(â)) = #»F (4) ; ^i on exprime ensuite ces deux 
équations en termes algébriques ^ et qu'on élimine et, on aura ïm-^ 
tégrale algébrique cherchée dans laquelle /a sera la constante ar- 
bitraire. 

En général; si on ayait Téquation suivante ^ dans laquelle m^ 
n ypy etc. sont des entiers positifi ou négatiâ y 

^ —' \/(i— c*sin»rt ^ |/(i— c-8in»4) ^ 4/(1— c»sin%)^ ®*^' ^ 

l'intégrale complète sera F(At)=:/wF((p) + wF(4)+;?F (a)+etc. ; 
fi étant la constante arbitraire ^ et cette intégrale pourra toujours 
être représentée par une équation algébrique ^ quel que soit le 
nombre des termes ^ pourvu qu'il ne soit pas infini. 

Si on désigne par R (x) le radical v^(flt-f- ^^-{-^^•-f-^^'H-ÊJc*) , 
et par K(y) yK(z)y etc. des radicaux semblables enj-yZj etc. ; ai 
de plus m^n ypy etc. désignent des nombres entiers positifs ou 
négatifs y il est clair que l'équation 

^— R(a;) ^ R(j) ^ R(z) ^^^^^ 

pourra toujours être réduite à ]a forme précédente , et qu^ainsi elle 
aura toujours une intégrale algébrique complète. 

Rien n'empêcherait de supposer que z et les variables suivantes 
fussent des fonctions algébriques données de jt et/-^ alors l'équation 
précédente ne renfermerait que deux variables y et malgré l'infinité 
de formes dont elle est susceptible y elle admettrait toujours une 
intégrale algébrique complète. C'est peut-être la seule manière de 
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généraliser le résultat d'Euler ^concernant l'équation n7~\ +g7^==<ï' 
Lagrange s'est proposé de trouver des cas d'intégrabilité de l'équation 
-^ -|- -^ = o, sans supposer que les deux polynômes X et Y 

sont entièrement semblables ( ' ) ; mais il né parait pas que les re^ 
cherches de ce grand Géomètre l'aient conduit au-delà de l'équation 
d'Euler; car l'équation qu'il donne page ii g, comme étant plus 
générale^ s'y ramène immédiatement en faisant v:=ikjr y et donnant 
au coefficient A: une valeur convenable. Ainsi il est très-douteux 
qu'avec deux termes seulement ^ l'équation d'Euler puisse être géné- 
ralisée ; mais avec un plus grand nombre ^ on voit qu'elle admet une 
grande extension. 

(â8). Puisque les fonctions F peuvent être multipliées ou divisées 
à volonté , cette propriété fournit un moyen assez simple de les 
évaluer par approximation. D'abord nous supposerons que ^ ne 
surpasse pas | ^^ car suivant l'article i3 ^ tous les cas se réduisent 
à celui-là* 

Gela posé^ on déterminer^ ^^ par l'article si ^ de manière que 

. *^ aura une étendue moindre 

^vtn y ^^ près de moitié , si c n'est pas trop près de l'unité. 

Par une seconde bisection^on peut iEdre ensorteque F(^i)=^F((p) , 

et l'intégrale que représente F ((p^^) aura encore une étendue près 

de deux fois moindre , ainsi de suite. Mais lorsque l'amplitude >[/ 
de la formule qu'on considère est devenue très-petite^ la fonction 
F (4) se réduit sensiblement à l'arc •^z. Donc quelle que soit I3 
première valeur de ^ , la fonction correspondante F (^) sera égale 
au dernier terme de la suite (p , a^^ , 4^, , 8^, , etc. , et dans la plupart 

des cas ^ on obtiendra cette limite par un calcul assez court.- 



(*) Mémoires d« Turia» tom« lY, 
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Z X K M P L E. 

Soît propose de trouver la valeur de F lorscpe c = \/ \ Y j 

= sin yS* et lang ç = x/C^^y ^^ trouvera par les formules de 
Tart. 31 y ce qui suit 



lart. ai , ce qui suit 










9 c= 47» S'So'gi 






^ = 45' 0' 


0*00 


^^ = a5 36 5.64 






^i = a4 40 


10.94 


^j^ = i5 6 30.98 






e, 5= la 39 


i5.85 


4 

^. =s 6 55 4o«74 






^, s=s 6 :aa 


8.40 


^, = 5 18 8.75 






etc. 




etc. 










Les deux dernières valeurs donnent 






8^. = 


5a« 


45' 


25*. 9a 




.6^^^ 


5a 


5o 


20 .00 





Leur différence est 4^ 54'- 08; et comme par la nature de ces approxi- 
mations , un résultat doit approcher de la limite environ quatre fois 
plus que le précédent , nous ajouterons au dernier résultat le tiers 
de la différence 4'54'.o8^ qui est i' 38'.o3 ^ et nous aurons ainsi 
pour la valeur de F^ Tare très-approché 

5a*5i'58'.o5, 



qui en parties du rayon = - x o. 587401 5 s= 0.9226878. 

Cette méthode pourrait devenir très-longue lorsque c est fort 
près de Funité^ et (p peu différent de 90* : nous en donnerons ci- 
après une plus expéditive. 

Application à la Lemniscate. 

(29). La Lemniscate est^ comme on sait^ une courbe du quatrième Fi«. 4. 
ordre qui a pour équation (jc*+j^*)*=:a* (x*— j^*). On suppose 
le demi-axe GA= a , l'abscisse CP =s j:^ et l'ordonnée PM =^; 
si de plus on fait la corde GM=az^ on aura en fonctions de s, 

--^v/(^0»^ = |.\/(^> d'où résulte l'arc AM, 
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38 PREMIERE PARTIE. 

Sôll encore zr=: a cos ip,ttt?*=:v> on aura 

résultat auquel on serait parvenu directement en faisant 

j = -7- sin ^ cos (p. 

Avec ces valeurs où A est toujours pris posidvemetit^ suivant notre 
usage ^ on suit la courbe dans tout son contour , de cette manière : 

Dans le premier quart AMC y les valeurs de ^ s'étendent depuis 
^ = o jusqu'à (p = ^ 'TT ; dans le second quart GNB , elles s'étendent 
depuis ^ = i 'TT jusqu a ^ = '7r ; dans le troisième quart BN'C, depuis 
^ = 'TT jusqu'à ^ = f-^r , et enfin dans le quatrième CM'A ^ depuis 
f =î I TT jusqu'à ^ = 27r. 

Cela posé, si l'on fait — ri=i, on aura 5=F(^); mais quelle 

que soit la ligne qu'on prend pour unité, on voit que les arcs de 
la Lemniscate jouissent de toutes les propriétés des fonctions ellip- 
tiques de première espèce , c'est-à-dire , qu'ils peuvent être ajoutés , 
retranchés ou divisés algébriquement comme les arcs de cercle. 
Ainsi étant donné un arc quelconque MO, on peut, à compter 
d'un point donné H , déterminer algébriquement un autre arc HI 
ou HL qui soit dans un rapport rationnel donné avec l'arc MO. Il 
safBt pour cela de déterminer ^ d'après une équation de la forme 

F (g) — F (fit) = ± - [F(<p) — F (7.)] , à laquelle correspond toujours 

une équation algébrique. 

A plus forte raison peut-on diviseor un arc dotmé MO en un cer- 
tain nombre de parties ^ales. Par exemple, s'il s'agit du quart 
de la cotn^AMC, ondétermiaei^ sonmiliduK aamoyen de l'équa- 
tion sin*(p =-4:t = -T" 9 ou par la corde CK = i cos tp=^^\i\/i — 2); 
si l'on veut déterminer l'arc AM égal au tiers de, AOC.^ D. faudra , 
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d'après l'art. 24, faire cosç = 1/(2^/5 — 5), ou prendre la corde 
CM=i/[2i/(3v/3— 5)]. 

Les arcs de la Lemniscate représentent les fonctions elliptiques 
de la première espèce dans le cas ©ù le module c=s: \/j=zb. Il 
serait assez curieux de rechercher s'il y a quelque autre courbe 
algébrique dont les arcs représentent la fonction F pour une autre 
valeur de e; mais cette recherche ne laisse pas d'être difficile. 

Elle ne présenterait aucune difficulté si on admettait les arcs de 
cercle et les logarithmes dans Texpression des coordonnées. En effet 

il s'agit de satisfaire à Téquatiott ^••+' 4^* = 711^^5^ 1 laquelle peut 
être mise sous cette forme 

c'est ce qu'on obtient g^énéralément par les yaléurs 

, d^ (cos ^ cos 4> ""^ ^ si» y ^''^ 4.)^ 

1 — c'^sin*^ 
j dp (cos ^ sin 4 + ^ ^^" P ^^^ ^ ) 

dans lesquelles on peut prendre k volonté sin 4 en fonction de sîn 
et cos f. Pour nous biM*ner à ua cas particulier ^ $ûit/4i;s=:o ^ on aura 

^_ dfco,p 

1 — c'sin'^ 

dr=z ^^""» 

d'où l'on déduit en intégrant 

a: = ^rogfi-+î4HV 

• ac ^ \ 1 — camp / 

I ■ . /Cens ^\ 
^=:-arctang(-^-). 

La courbe décrite d'après ces deux équations, sera donc telle 
qu'un arc quelconque s , compté depuis ^ = o, aura pour valeur 
ï'(^)>e* représentera généralement une fonction elliptique de pre- 
mière espèce , quel que soit son module. 
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'Application au mouvement du pendule simplet 

(3o). Les fonctions elliptiques de la première espèce reçoivent 
une application immédiate dans la détermination du mouvement du 
pendule simple. Soit i la gravité y L longueur du pendule ^ H la 
hauteur due à la vitesse dans le point le plus bas ^ 4 l'^ngl^ dont 1q 
pendule est écarté de la verticde au bout du temps ^ ^ on aura 






Cette formule générale ofire deux cas à considérer^ selon que 

XJ 

-yr sera plus grand ou plus petit que l'unité. 

Dans le premier cas, il est clair que le corps tournera sans cesse 
dans le même sens , et aura dans ses révolutions successives les 
mêmes vitesses aux mêmes points de la Circonférence, Soit 

•j|- = c*, et on aura 

d'où résulte le temps d'une révolution entière 

Tc=3cv/L.F\ 
Dans le second cas qui est proprement celui des oscillations, on 
fera — = c*, sin j •>{/=: c sin ^ ^ et on aura 



2L 



'=^^fw^S^i=^-^^*'>' 



donc le temps d'une demi-oscillation = v^L, F', et le temps de 
Foscillalion entière T=:av/L.F'. 

Lorsque les oscillations sont infiniment petites , on n F' 3=7^^ ef 
T = "TCi/hy ce qui s'accorde avec les formules connues. 

Puisque le temps employé à parcourir un arc quelconque, à 
compter de la verticale, est représenté par une fonction elliptique 
de la première espèce^ il s'ensuit qu'étant donné un arc parcouru 

d^ins 
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dans le temps ^ ^ on pourra trouver algébriquement un antre arc 
parcouru dans un temps multiple de / ^ ou en général cpmmensu** 
rable avec /• On peut aussi trouver un arc tel , que le temps par 
cet arc, soit égal à la somme ou à la différence des temps par 
deux ou plusieurs arcs donnés, et cela, soit que ces arcs aboutissent 
à la verticale , soit qulls n'y aboutissent pas. 

Si on veut diviser en deux parties égales le temps de la demi-oscil- 
lation^ il fsiudra , suivant les formules connues , foire sîn* ^ = , , ; Fig. 5, 

ce qui donnera sin ^ 4 =^ ^^'^ ^ = V^C* — ^)' ^^^^ si AB est l'arc 
de la demi-oscillation, et qu'après avoir divisé l'arc AB en deux 
également au point i , on prenne l'arc AO tel que la corde AQ 
soit à la corde AI comme y 2' est à i ^ le temps de la demi*osciUa-* 
tion sera partagé en deux également au point Q. 

Comparaison des Jonctions elliptiques de la seconde espèce. 

(5i). Supposons que les amplitudes ^ , 4" > A^ soient telles qu'on ait 
F(^) +^(-4/) — F(ft) = o, je dis qu'on aura en même temp$ 
E (^) + E (4) — E (ft) = P , P étant une quantité algébrique. En 
effet , si l'on différentie cette équation , en regardant ytt commç 
constante , on aura 

<fl> = /*p A((p) -|-rf4A (4). 

Mettant au lieu de A(^) et A(4)> leurs valeurs tirées des équations 
(J/^ y il viendra 

^ ^ ^^ /co»y-co«4c2!^\ , ^1 /co«4~coiycosu\ 

OU 

Tp z àijsiïi^^ -f sin*4> + fl CO8 jtc cos ^ cos 4 ) 

""^ sin f* sin ^ sin 4 

Mais de l'équation (/i") , on déduit 

fiin*^ + sinV|. ■+- ^ cos ftcos<p cos 4 = ï -f-cos^A+cSinV^ sîn*^ sîn'4 J 
donc 

rfP= t— ^^-; £-; ^'. r-i^ 5= C^rf ( SU» U SW ^ SlU 4}^ 

6 
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dooc P zs: c*sin fi sio ^ ein 4 sans constante , parce que P doit s^evâr 

nouîr lorsque 9 = 0. 

Ainsi pendant qne les fonctions ^IKptiqnes de la première espèce 
ont entre elles la relation F (<p) -h F (4) — F (/x)=:o, les fonctions 
correspondantes de la seconde espèce satisfont à l'équation 

E((p)-f-E(4) — E (/^) = c» sin;^ sincp sîn 4 (O • 

c'est la formule générale qui servira à comparer entre elles les 
fonctions de la seconde espèce , comme nous ayons comparé celles 
de la première. 

Si l'on considérait plus généralement la fonction (<p) coooposée 
de la première et de la seconde espèce , savoir , 

G(^)=EC^) + *F((p), 

k étant un coefficient constant quelconque^ il est visible qu'on aurait 
semblablement 

G (<P) + G (4) — G {fi) ts=L c'^sinyK sin (p sin 4 ; 

de sorte que toutes les conséquences qu'on tirera de Téquation (c') 
pour les fonctions E, s*appliqueronl généralement aux fonctions G. 

(52). Désignons comme ci-dessus par^., ?3j ^4^ etc. les ampli- 
tudes qui donnent F ((p.) « ûF (^), F (^5)= 3F (^)> etc. , on aura , 
en vertu de Téquation (d) , 

2E (^) — E ((pi ) = c*sin <p sin ^ sin ^. 
3E (<p) — E(<P3) = c»sin cp ( sîn(p sin <p, + sin (p. sin ^3) 
4E((p) — .E((P4) = c-sinç>(sin ? sin(p.+sin (p^sin (p^-f sin^,sin(p^) 
etc. 

Donc la même relation entre (p. et (p , qui donne F (<p,)=:nF ((p) , 
donnera wE (<p) — E C?>0 égale à une quantité algébrique. 

En général, si m^n^p^ etc. sont des nombres entiers positifs ou 
négatif , on peut faire ensorte que 

//lE ((P) + nE(4) + pE(cù) + etc. 

soit égale à une quantité algébrique : il fiiut pour cela établir entre 
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les angles ^^ 4> ^9 ^^c. ^ la relation qui donne 

o = mF ((p) +nF (4) +pF (cù) + etc. 

Nous observerons que les fonctions F(^), E(^) sont en généi^l 
de même signe qub f } lorsque ^ ckinge de signe ^ elles en changent 
aussi ^ et conservent la même valeur. Cela posé^ il semblerait qu'on 
peut satisfaire à réquatioh 

o = /wF ((p) -:f- *F (4) 4-;iF (m) -+- etc. 

4e bien dés manières différentes ; car on est maître de changer le 
signe de chaque coe^cient , pourvu qu'on ckange en même temps 
le signe de l'amplitude Correspondante. Mais on peut se borner à 
considérer les fonctions F ((p) , F (4), F (û>), etc. comme toujours 
positives ; et dans oe <»s ^ il tif aura jamaôs <ju'une relation entre 
les angles ^,4* û>,etc.^qui donnera o=/wF(j)-f-«F(4)+;?F(a)+elc.; 
alors on voit que les coefficiens m^riyp^ etc. ne sauraient être tous 
de même signé. 

(55). Telles sont en général les relations qu'ont entre elles les 
fonctions elliptiques de la première et de la deuxième espèce : il faut 
maintenaht entrer dans quelques détails su^ les nombreux corollaires 
qu'on peut tirer de t'équatioh des arcs 

E (^) 4- E (4) — ^ ( A^) ^= ^^^^ ^ **^ 4 ^^"^ i*^ ^ 
combinée aveè Téquation dlgébriifue qu'elle suppose et i|ui pent se 
mettre sous l'une de ces trois formes , 

cos fjL =: cos f cos 4 "-* ^iu 4) sin 4^ (a^) 
eos4 = cos;Et cos 4) -f- sin /Et sin ^ A (4) 
cos ^ == cos /JL oos4 "H sin fJL sin 4^ ( ? )- 
On déduit de ces équations les valeurs suivantes qui serviront à ex- 
primer le second memfire (f siû ^ Art'^ sia fi en fonction de deux 
feulement des amplitudes ^^ 4^/^* 

sm ;t — ^ _ ^.^.^.^ ^^.^ 

. sm'fA 008 pA (fi) — sîif y ^08 fcA (/tx) 

. . sinfccos 4^ (4) — sin 4 CQgftA (fc) 

^ i — cr*wn'/xsin*4' 
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Cela pose^ voici les principaux corollaires qui résultent des équa** 
tions mentionnées pour la comparaison des arcs d'ellipse. 

h Si Ton fait /A = i TT , l'équation des. arcs deviendra 
E (<p) + E (4) — E' =s= c»sin ^ sin 4 j 
et Féquation algébrique correspondante sera 

b tahg (p tang 4 = < • 

On en lire tang 4 = 5 cot cp, sm 4 = -^ , cos 4 = -^^ , et 
c* sîn ^ sin4 = — ^^-^^^.On aurait semblablement tang ^=:~ cot 4» 

j,. j Si d'après cette relation entre les amplitudes ^ et 4> on déter* 
mine sur l'ellipse les arcs BM = E (^) , BN = E (4), on aura 

BM — AN = c*sin <p sin 4- 

C'est dans cette équation que consiste le théorème de Fagnani. Il ea 
résulte qu'étant donné l'arc BM terminé au petit axe , on peut 
trouver un second arc AN terminé au grand axe , tel que la diffé- 
rence de ces arcs BM — AN soit égale à une quantité algébrique 
c*sin ^ sin 4j ^t cette quaiitité'est représentée par la partie de la 
tangente OM ou ZN terminée à la perpendiculaire CO ou CZ > 
abaissée du centre de l'ellipse. 

Lorsque ^ et 4 ^^nt égaux à un même angle G y les deux points 

M et N coïncident en un même point K. Alors on a tang'G ^= S «^ 
sln*ô= —r-r, cos*fl= , , ce qui donne 

Bit— AK=i — *. 

Donc alors la différence des arcs BK , AK est égale à la différence 
des demi-axes CA ^ CB ; en même temps on a 

AK=:iE'— i(i — A). 
n y a donc au point K une sorte d« bisection du quart d'«Ilipse^ 
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puisque chacune des parties BK ^ AK peut se mesurer par la moitié 
de ce quart d*ellipse. 

II. Soit dans l'équation générale des arcs ^ = 4 == > on aura 

aE ( ô ) — E(/t) = c*sin*ô çin fju , 

et réqualiôn algébrique correspondante sera cos*ô— sîn*flA(/x)=3Cos^t; 
C'est 1 équation qui sert à la duplication des arcs elliptiques ou à' 
leur bisection. 

On en tire pour la duplication 

a sinA cos 9A (A) . . a /An > #i 

et pour la bisection , 

De Ik on voit qu'étant donné l'arc BM = E ( 6) ^ on peut trouter T\%. ^ 
tin autre arc BN=E (/t) qni soit mesuré par le double de BM, 
de sorte qu'on ait aBM — BN == c^sin^fl sin /t. 

Et réciproquement, étant donné Tare BN = E (/x), on peut 
trouver un second arc BM = E(fi) qui soit mesuré par la moitié 
de l'arc BN; on aura en efiet BM = 7 BN -f-^ c^sin» fl sin ft = ^ BN 

Lorsqu'on fait ;t =| ^ , le point M tombe en R , et on a comme 
ci-dessus BR = i E'4- K i — A ). 

Pour avoir de nouveau le point de bisection de Tare BR, il faudra 

faire tang'fi.= j , sin> = ^4:^ , A (ft ) = ^/A , et on aura 

5m«0 — j-qp-p^g . 

Cette yaleur détermine rarcBl=E(0) qui se mesure par la moitié 
de BK, ou par le quart de £'; on a en effet 

Bl = i BK 4- i . p^^q::5yq_-^ ; 
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ou 

et on peut continuer à Tinfini cette sorte de bisèction; 

rig. 7. III. Ayant pris à volonté Tare BD compté depuis le petit axe , 
avec un poifit quielcotique M sur cet arc^ il y aura toujours un autre 
point N sur Ije même arc^ tel que la difierence des arcs BM^ DN sera 
égale à une quantité algébrique. 

Il suffit pour cela de faire BD=E ((p), BM=E(4),BN=E(At), 
et de déterminer fi en fonction de ^ et de 4 > comme si on voulait 
satisfaire à l'équatien E ( ft ) = F (^) — F (4), ce <[ui se fera par la 
formule de rarlîcle 19. On aura par ce moyen E(/a) + E (4) — E (^) 
= c*sin fi sin cp sin4 9 ou BM — DN = c' sin /x sin ç sin 4- 

Lorsque /jl =4> ^^^ deux arcs BM, BN coïncident en un seul BO , 
et chacun des arcs BO, OD se mesure par la moitié de l'arc BD. C'est 
un cas qui a été examiné dans le Corollaire II. 

FSg. 8« IV . Etant donné «m arc qudkoiM|ue BD , terminé an petit axe j zvec 
un poffit M pour seryir d'origine à u^ second arc, on peut déter-^ 
miner ce second arc MP ou NM, dans le sens qu'on voudra, de 
manière que sa difiereace avec lare BD soit égale à une quantité 
algébrique. ' 

Dans le premier cas , si l'on &it BM=E (ç) , BD = E(4)> 
BP = E.(/a) , et qu'on détermine /t d'après l'équation F (^}+F (4) 
= F(/t), ou d'après les formules de l'article 18 , on aura 

BD •*-* MP r=t c* sin ^ sin 4 ^î" A*- 

Dans le second cas, si l'on faitBMi=EC^), BD=:E(4), BN=E(At), 
et fiï'on détermi«e jx d'après Téquahon F (^) — F (4) = F ( a^), ou 
d'après les formules de l'article ig,onauraBD-— MN=c^sinybtsin (psin4- 

Fig. 9. V. Etant donné un arc quelconque OD dont l'origine ne soit plus 
à l'extrémité du petit axe, avec un point M pour servir d'origine à 
un second arc , on pourra déterminer ce second arc IVIN ou MP , 
de manière que sa différenee avec l'arc OD soit égale à une quan-* 
tité algébrique. 

Car, i'. par le Corollaire III , on peut trouver BH — 0D= k une 
quantité algébrique, et ensuite BH — MN = à une quantité algé- 
brique ; donc MN — OD sera encore une quantité algébrique ; 
a^. ayant trouvé le point H par le CorolL III, on peut trouver le 
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poîut P par le CoroU. IV, de sorte que BH — MP soit égal aune 
9 quantité algébrique y et alors OD — - MP sera égal aussi à une 
quantité algébrique. 

Ainsi on peut trouver sur FeUipse une infinité d'arcs égaux à un 
arc donné , plus ou moins une 'différence assignable géométrique- • 
ment , de sorte que l'arc prendra son origine à volonté sur tous les 
points de l'ellipse y et sera dirigé dans le sens qu'on voudra. 

VI. Quel que soit lare OP et le point M pris sur cet arc , il y Fig. g. 
aura toujours sur le même arc un autre point D tel que la diffé- 
rence des arcs OM , DP seta égale à une quantité algébrique. 

Cela suit immédiatement du CoroU. V. 

Lorsque les points M et D coïncident en un seul point I^ chacun 
des* arcs OI , IP est mesuré par la moitié de OP , et on a une pre- 
mière bisection de cet arc. On pourra de même en trouver une se- 
conde^ une troisième, etc. à l'infini. 

VU. Etant donné l'arc BM dont l'origine est au petit axe y on Fig. 7. 
peut trouver un arc BN qui soit égal à un multiple quelconque de 
l'arc BM, plus ou moins une quantité algébrique. 

Car en (âisant BM =rE (^), BN=£C4) , si on satisfait à l'équa^ 
tion F (4) = «F(f) , o« aura en même tempe nE(^) — E (4 ) = à 
une quantité algébrique. Dans ce cas y 4 serait ce que nous avons 
désigné ci-dessus par ^, , et on a vu la manière de déterminer ç* 
par le moyen de p. 

VIIL Réciproquement, étant donné un arc quelconque BN=:E(4)> 
on pourra, par la résolution d'une équation algel)rique, déterminer 
Tare BM'ss E (p) , qui soit égal à un sous-multiple de l'arc BN, plus 
une quantité algébrique* 

Par exemple^ pour la trisection de l'arc BN j il faudra déternâner 
sin f par l'équation 

équation qui est en général du neuvième degré, mais qui se réduit 
au quatrième lorsque 4 = ? ^• 

IX. En général on pourra trouver par la résolution d'une équa- 
tion algébrique , un arc E (?) qui soit égal à une partie rationnelle 
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^ de Tare donné E (4)> P^us ou moins une quantité algébrique . L'ëqua< 

tion sera la même que celle qui donnerait F (ç) = — F (4). 

Il en sera de même si l'arc donne n'est pas terminé au petit 

H axe. Car si OP est cet arc, on cherchera par le Coroll. III , l'arc 

^'S- 9- BM égal à OP +une quantité algébrique, et il ne s'agira plus que 

de trouver un «rc BN = — BM dtz une quantité algébrique. On 

pourra ensuite donner à l'arc BM une autre origine à volonté. 

X. Deux arcs étant donnés partout où l'on voudra sur l'ellipse ; 
on pourra trouver un arc égal à leur somme ou à leur différence , 
plus ou moins une ligne droite assignable géométriquement. C'est 
une suite des Coroll. III et Y. 

Ainsi toutes les comparaisons qvJon fait ordinairement des arcs 
de cercle par voie d'analyse , ont lieu également pour les arcs 
d'ellipse , à la différence près qui affecte 'tous les résultats , mais 
qu'on peut faire disparaître dans beaucoup de cas , lorsque l'origine 
de l'arc cherché est arbitraire. La disparition de cette différence ', 
lorsqu'elle peut avoir lieu , ajoute aux problèmes un degré d'intérêt 
de plus ; elle rapproche alors les propriétés des arcs d'ellipse de 
celles des fonctions elliptiques de la première espèce. C'est pourquoi 
nous croyons devoir en apporter ici quelques exemples. 

(54). Problème 1. Déterminer sur le quart d'ellipse JBKA un arc 
MP qui soit précis émentégal à la moitié de Varc BKA, 
Fig. 6. Soit ^ l'amplitude du point M, 4 celle du point P ^ 8 l'amplitude 
du point K, premier point de biséction de l'arc BKA, potir lequel 

on a sin* ô = !_ , et E (9 ) = | E" -f- 7 (i — b ). Supposons qu'on 

ait F (^)+ F (fl) —F (4) = o , il s'ensuivra E((p) +E (fl) — E(4) 
c= c* sin ^ sin 4 sin 0; donc 

E(4) — E(<p) = f E* + f(i— 6)~c*sin^sin4sînfl, 

Donc si on veut qu'on ait MP = ^E', il £iudra faire 

c* sin (p sin 4 sin ô i= 7 (1 — 5) , 

ce qui donnera sin ^ sin 4 == î sin 6, Mais d'un autre côté l'équation 

F 
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F(?)4-F(fl)— F(4)=o<îonne cos (pcos^+sîn (psin 4A(9)=cosfl, 
et puisque A (ô) = \/b, on aura ii la fois sin ^ sia 4 = 7 siu ô^ et 
cos ç cos 4 = ^ ^^^ ^« De ces équations y on tire 

cos(4— ^)=i(cosÔ+sin6) = cos^cos(fl— ^ 

cos (4+^)= i (cosfl— sin Ô ) =^cos ^ cos (ô + ^). 

Ainsi les angles 4 — - ^ et 4 + ? seront connus. On pourrait aussi 
déterminer directement les valeurs de sin <p et sin 4 au moyen des 
formules 

. sin <p = :J v/C5-h4sin fl+ 3 sin-fl) — \ /(5 — 4sîn ô + a sin'G) 
•in4===^ J/(3 + 4siaâ+2sin*fl3+i»/(5 — 4srn64-2sin*8), 

et ces sinus seront les abscisses des points cherchés M et P. 

(55). Problème II. Déterminer sur le quart d'ellipse BMA un arc 
NQ qui soit égal au tiers de BMA. F«g- S- 

Si l'on suppose F ((p) = ~F* et F (<p,) = 2F ((p), on aura sin (p 
par la résolution de Téquation 

0= I — a sin ^ + ac'sin*^ — c*sin^^ , 
et ^s se déduira de ^ ^ soit par l'équation cos ^t= x -^sin ^^ soit • 
^ équation sm (p^ == -^. 

Cela posé , on aura 5E (^) -^ E' = c*sin ^ sin^« ( i + sin ^ ) ^ ou 
E(<p) = iE^ + ^ ^•sin(p sin<p^(i +sin(p). 
Supposons de nouveau F (cp) •+• F (4) — F (û») = o ^ on aura 
E (^) + F (4) — E (jûù) = c*sin ^ sin 4 sin ». 

Donc si l'on veut que E (cù) — E(4) = iE*, il faudra £iire sin 4 sin « 
s= I sin ç, ( 1 H-sin ^ ). Mais d'ailleurs en vertu de la supposition 
faite 9 on a l'équation cos 4 <^os ^ +^^^4 sin oàù. (<p) = cos^ ; donc 
les inconnues 4 ^^ ^ devront être déterminées par les équations 

sin 4 sin » = i sin (pg ( I H- sin (p ) 3= gj^^ 
cos4 ^^^ ^ = i cos ^ ( 2 — sin 9 ) 
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Elles donneront immédiatement les valeurs de cos(â>*— 4) t^ 
cos ( tf + 4 ) > ^'^^ ^'^^ conclura celles de 4 ^^ ^« Connaissant ces 
valeurs , on fera BN = E (4) , BQ = E (»), et Tare NQ sera égal au 
tîers du quart d'ellipse E'. 

On peut démontrer que le problème est toujours possible par 
cette considération. Soit pris BI = E(^), on auraBI>^E*. Soit 
pris ensuite Tare AP correspondant à BI ^ de manière que la diffé- 
rence BI — AP soit égale à une quantité algébrique, c'est-à-dire , 
soit prise l'amplitude cr du point P, de manière qu'on ait b tang^ 
tang ^ = I , on aura AP <-5 E*. Mais si on imagine que l'arc j E* 
soit transporté le long du quart d'ellipse, de manière que son ori- 
gine parcoure successivement tout l'iatervalle de B en P , cet arc 
étant représenté en B par BI> jE', et en P par AP < ^ E',îl faudra, 
en vertu de la loi de continuité , qu'il soit représenté exactement ea 
un point intermédiaire N par l'arc NQ = ^ E*. 

Pour appliquer la solution générale à un cas particulier , soit 

c* = ^ = i% on a trouvé ci-dessi^^ (art. 24) cos ç= |/(a\/3— 5 ) 
=: )/(8 cos 3o* sin^ iS"* ) ; on aura dooc par k calcul trigouométrîque^ 

Lcostp = 9.9166532 

L sin ^ =s 9.7517253 ;. ...sintp =3: 0.5645797 

2 — sin ^ = 1 .4354^03 

L sin4 sin eo = 9.6716281 sin 4 sii^ ^ = o«4^493^ 

Lcos4cosâ»=: 9.5965x10 cos4cos^= 0-39492I7 

cos (a-f- 4 ) = — 0.0745703 
cos(a> — 4) = 0.8644137 

a> + 4 = 94^6' 55'5 û» == 62*i3'49'5 

û) — 4 = 3o.ii. 3.1 4 = 52' 2' 46*2 

Ces valeurs ne sont qu'approchées , mais les formules trouvées 
donnent la solution rigoureuse qui peut même être construite géo- 
métriquement. 

(56). Pkoblbme HI. Etant dormes /«y deux ares MN ti PQ , 
situés comme on voudra sur la circonférence de l'ellipse y trouver un 
troisième are DR égal a leur svmtne MN+ PQ. 

Soient a, ^, <^ , € les amplitudes des points donnés M, N, P, Q, 
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ensorle qu'on ait MN = E (€) — E(a) , PQ = E ( € ) — B (/) j «oient 
4 et âi les amplitudes des points cherchés D^ R^ ensorte qu'on ait 

DR = E(«) — E(4). 

Soient encore \ et /jl deux amplitudes telles qu'on ait F (A) =: 

F(^) — F (a) , F (fc) = F (c) — F (cT) ; on aura en même temps 



donc 



E (X) + Ë (a) — E (S) z=i c'sin a sîn € sin A 
E ()x) + E (<r) — . E ( €) = c^sin cT sin g sin ;a ; 



MN+ PQ = E(A) + E (ft) — c»sin cl sin € sin A — c*sin «Tsin e sin/i. 
Soit enfin ^ une nouvelle amplitude telle que F (^)sst:F (X) +F (fi)^ 
on aura 

E(A) + E (fi) -— E (^) = £?*sîn 9 sin A sin ;c ; 
donc 

MN+PQ — ^E(^):=c*sinf sin A sîn/i^-^'sin Asin S sin X«*c*sin J^ sin esin fi. 

Faisons maintenant F (<p) = F (») <— F (4)^ il en résultera 

E (^) + E (4)"^ E(ûp) =c*sin ^ sin 4 sin a» ; 

mais par hypothèse , on a E (a>) — E(4') = MN + PQ j donc 

sin f sin 4 sin£0=sinAsinfsinA-(-sii^^sî&^sî>^/A~*'6Î^^sîi^/^^°9« 

Soit pour abréger sin a sin f sin A + sin eT sin € sia fi = M ^ et 
on aura 

sin cê sin 4 = — sin A sin u. 

D'ailleurs l'équation F (^) = F («) — F (4) > donne cos a» cos 4 + 
sin a» sin 4^ (9) = ^^^ (p j donc on aura pour déterminer 4 ^^ ^ » 
les deux équations 

M 
sin £» sin 4 = "■: — •*- sin X sin tt 

COS » cas 4 = <^os 9 — jj^ M-j-sînAsin)ttA(^). 

Si de plus on observe que l'équation F((p) =F(A)+F(At) donne 
cos 9 = cos A cos /A --^ sin X sin /iA ((p) , <m déduira des équations 
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précédentes , 

cos(âiH-Nl/) = cos(A — ;t) — jj^[i+A(ç)] 

cos (« — 4) = cos(A + ;a) H- j:g^. 

Les données immédiates étant ct^Cy^^yê^onen déduit A et fc par 
les équations F(A) = F(0 — F (a), F (/i) =:F (c) — F (J),qui 
donnent 

• ^ sin C cofl «A (a) — sin ce C08 CA (C) 

sm A = - . ' . >^ ' 

sin « cos J" A(^) — sin ^ cos f A (<) 

La valeur de M est donc connue^ ensuite on déduira sin ^ et A(^) 
de l'équation F (<p) =F (A) + F (ft) , qui donne 

. ^ sin A cos uA(u)-f-sinuco8XA(A.) 
^ W — • fL. c*sin> sin*A 

Or les valeurs de sin A , cos A , A (A) sont données en fonctions 
de f et ât par les formules de Fart. 19 ; il en est de même des 
valeurs de sin ft, cos ft, A (ft) exprimées en fonctions de e et J^. 
On connaîtra donc toutes les quantités qui composent les valeurs 
de cos(a> — 4) ^^ cos(û>+\(/). 

Ce problème peut servir à en résoudre beaucoup d'autres, et 
notamment à trouver un arc qui soit exactement dans un rapport 
rationnel avec un arc donné; mais il faut pour cela que dans chaque 
application les valeurs trouvées pour cos ( a + 4 ) ®' ^^* (^"^4) > 
soient renfermées chacune entre les limites 4~ i et — * i ^ sans quoi 
le problème deviendrait impossible. 

Comparaison des arcs d'hjrperbole. 

(57). Nous avons déjà trouvé (art. 1 S) que lare AM désigné par T, 
a pour expression 

T = A tang ^ — B(^) + i*F ((?)• 
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Le poinl M, extrémité de l'arc AM, est censé avoir pour ampli- 
tude 9. Considérons deux autres points N et O dont les amplitudes 
8oient4 et », et supposons qu'on ait réquationF(^)-f-F(%j/) — ^F(û;)==o ; 
alors les arcs AM, AN, AO, désignés respectivement par T (^), 
T (4) 9 T (cù) , auront entre eux cette relation 

T((p)+T(4)— T (û>)= A ((p) tang (p+ A(4) lang 4 — A (cù) tang m 

-.E(^)-E(4)+ECa.), 

ou , en mettant la valeur connue de E (^) 4- E (4) — E (a) , 

TC?) + T(4)— T(«) = A(^)tang(p4.A(4)lang4~A(û>)lang« 

— - c* sin (p sin 4 sin cû. 

d'est l'équation fondamentale d après laquelle on peut faire sur les 
arcs d'hyperbole les mêmes comparaisons que nous avons faites sur 
les arcs d'ellipse , mais en observant que dans l'hyperbole on ne 
peut donner aux amplitudes une valeur plus grande que 7 «tt, et que 
lorsque <p =|^ , l'arc AM devient infini. 

La quantité A tang ^ n'est autre chose que la tangente MZ , termi* 
née par la perpendiculaire CZ abaissée du centre sur cette tangente. 
Ainsi A tang ^ — T(^) est Texcès de la tangente MZ sur l'arc 
AZ. Si on appelle G((p) cette fonction, on aura pour chaque 
point M , 

G((p) = F((p)~**F((p), 

et lorsque les trois points M, N ^ O, déterminés par les amplitudes 
^ , 4 > û) sont liés entre eux par la relation F (?)+F (4) — F(a)=o , 
les fonctions correspondantes G (fp) ,0 (4) , G (a>) relatives à l'hy- 
perbole , satisferont à l'équation 

G W "i" ^ C'^) — G (ad) = c*sin p sin 4 sin âi , 

équation entièrement semblable à celle qui a lieu dans l'eAipse , et 
d'où l'on déduira de semblables corollaires , sauf les restrictions par-» 
ticulières à l'hyperbole et dont nous avons déjà parlé. 

Nous avons trouvé que lorsqu'on fiiit sin'ô ==— J-r , on a 

F(9) = iF',etE(9)=iE»+|(i— *), on aura donc sembla- 
blement pour l'hyperbole, 

G(ô)=:iG'H-i(l-.*), 
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C est la différence entre la branche infinie d'hyperbole AMO et son 
asymptote CV, qui est censée la rencontrer dans un point infîiii«- 
ment éloigné. Cette différence estimée au moyen des fonctions E', F "^ 
a pour valeur G^ £:= E* — b^V^; mais sans recourir à ces fonctions, 
on peut la déduire de l'équation précédente qui douane 

Ainsi la quantité G% différence de deux. infinis, se déterminera par 
la quantité G ( 8) , relative au point K dont l'amplitude est d , et 
qui a pour coordonnées^ = i'tang 9 ==: A \/ i, x=^^( i + b). 

L'amplitude fl est celle qui donne F(9)=iF*; si on cTierche 
successivement par les formules de la bisection les amplitudes 6% 
Br,etc. telles qu'on aitF(97:==iF (6)=iF», F (Ô')=^FC8')=:iF', etc.; 
on attra en même temps 

G (6 ) = aG (fl' ) — c»siû*fl'sin d 

G(90 = 3G(Ô') — c-sin-fl^sinr • 
etc. 

D'où il suit que la quantité G' se déterminera par le dernier terme 
de la suite G (9), G(9'),G(9'), etc., prolongée aussi loin qu'on 
voudra. Or lorsque ^ est devenu très-petit , la quantité G((p) a pour 
valeur très-approchée c^'sin f ; ainsi la bisection répétée de la fonc- 
tion G (9) fournit un moyen de déterminer par approximation, la 
valeur de la transcendante G', et la tnéme méthode s'applique à 
toute fonction G Ç(p) dont on voudrait avoir une valeur approchée. 
Mais nous donnerons ci-après pour cet objet des méthodes plus 
expéditives. 

» Développement particulier de la formule 
7,— C (f-4-gx>)d^ 

(58). Cette formule se rencontre assez souvent dans les appli^ 
cations , et d*ailleurs il est i nécessaire d'examiner particulière- 
ment le cas des facteurs imaginaires dont nous avoirs parlé 
( art. 7 ). 
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La vambie J: est «uscepiible de toutes les valeurs y depuis .r =0 
jusqu'à a:= 00 ; mais comme en faisant a:=:oo, on a Z= / - dx 

pour nous débarrasser du terme qui peut devenir infini^ nous con- 
sidérerons simplement la formula 

•^ J \V/(«*+fl«Ca:»cose + ff*xO C ^^ ) ' 

qui par ce moyen aura toujours une Valeur fînie^ 

Il s'agit maintenant de transformer cette expression de manière 
que les facteurs binômes de la quantité sous le radical deviennent 
réels. Pour cela on petit firire indifféremment l'une des quatre suppo- 
sitions suivantes : 

ï/(a*+ mCx^ cos fl+ €*x^ )=z2xjy/ae, 

a + Sjc^:ssaxx)/a£, 

€x^ + « cos ô 4- v/( *'-H aa^jc' cos ô + €^x^) = oi^ , 

et la transformée enj^ aura les conditions requises. Borndns-nous 
à présenter le résuluc de la troisième supposition : elle donne 

^.= |(r-cos9-?^),et 






oii Ton voit qu'en effet les deux facteurs de la quantité sous le ra- 
dical sont réels. On voit aussi que la moindre valeur de j étant 

cos i 9 , on peut faire 7 = ^^^ , ce qui donnera la transformée 

suivante^ où l'on a fait ^ s= sin ^ 0^ 

et il faut remarquer que dans cette formule nous supposons y^aS 
réel; car si le terme 2ol€x^co$B était négatif, on ferait tomber le 
signe -^ sûr cos 6. 
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Cela posé , on aura^ suivant les expressions accoutumées ^ 

c'est rintégrale demandée prise depuis xz=:o, car on a 

et réciproquement j:i/- = ^^ v/(i — c»sin*^) ; d'où l'on yoît qu'eii 

faisant a: = o, on a ^ = o, el qu'en faisant a:= oo, on a ^ = ^ 'tt. 

La valeur totale de l'intégrale ^ prise depuis a:=o jusqu'à 
a; = 00 , sera donc 

Voici quelques applications de ces formules qui conduiront à des 
résultq^ts assez remarquables. 

Exemple i. 

(39). Soit proposé d'évaluer les deux intégrales 

s I 

Tvr T-fllËi. TV — C,J^É±— 

entre les limites 2 = 0,^2= i. On sait d'ailleurs que le produit de 
ces intégrales = f tt ( Cale, intég. d^Euler^ tom. i , pag. 344)- 

Si on fait dans la première z = (1 — oc^Y *> ^^ *"^* ^^ transformée 

t/(5+3x'+x0 » *I"'^ ^'*"**'^* intégrer depuis j: = o }usqu a 

;r= 00. tDette formule étant comparée avec la formule X, on aura 

/= 3,^=0, a:=^/3, €=i, cosfl=i |/5, c = sin i 9 = 

i ^/(a — v^3)=sini5*. Ainsi l'intégrale indéfinie est M=:-j-F, 
et l'intégrale complète, en £ûsant jr = oo ou 9 =^ 'ir, est 



V^3 



Si 
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Si dans la seconde formule on fait z = (x— <p*)*^ la transformée sera 
i/CS^af-^Jc^) * ^* l'intégrale devra être prise depuis xs=zO 
jusqu'à jr=: I. Comparant cette formule à la formule X , on aura 
f=:5,g=: — 5, «= v/5,€= I , cosô= — T|/5, c' = cosi5t 
= ïV/(^ + V^5)î ^® module étant différent de celui de l'autre 
formule , je le distingue par un accent ; j'ai donc par la substitution 

1/3 1/3 

Or la relation entre ^ et ac étant 

si on fait jc= i , on aura cos'^= a \/5 — 5 , ou bien tang ^ = i/CAs)- 
Mais nous avons déjà vu (art :ï4) T^® dans le cas de c=xV/(3+v/3) 
et teng ç = v/t^» on a exactement F (^) = f F* j il s'ensuit par les 
formules de l'art. 3a, <ju'on a en même temps E(^)=^E'H — r— . 

Doncl'intég^rale N prise depuis ar=:o jusqu'au; s: i , aura cette valeur 

N'=:i=42F'(c')+î^E'(c'). 

|/3 |/3 

Puis donc qu^on a déjà trouvé M' =-7-F' (c), et que le produit 

V/3 
M*N' = I ^, on aura entre les trois fonctions F"(c) , 'P'(c'),E'((/) , 
cette relation fort remarquable : 

i*==P(c).[i=|2p (00+ aE'(c')]. 

d'où il suit que dans ce cas particulier l'arc d'ellipse E' (c') qui 
est une fonction de la seconde espèce , peut s'exprimer par les deux 
fonctions de la première espèce F'(c), F'(c'). D'ailleurs on peut 
observer que c'= \/(i — c*)= A, c'est-à-dire que les modules o 
£l d sont complémens l'un de l'autre^ 

8 
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EXEMPLE II. 



(4o)« On propose d'évaluer par les fonctions eUiptîques^ les deux 
intégrales P ^yiiigj, Q ^yil^^, depuis z = o jusqu'à 
is à I : oa sait d'ailkurs que leur produit z=L\nc. 

3 

Si on fait dans la première^ Z3= (i — Jc*)», on aura la transfor^ 

-^T=— 5^^-r— jr, qu'il faut intégrer depuis ar=:o jusqu'à 

a*= I. Celle-ci étant traitée comme l'intégrale N de l'exemple 
précédent ^ on aura pour résultat 

1/5 
Venons à la formule Q, et faisons d'abord z*=^-^, nous aurons 
la transformée Q= | /^^-j^^—-r qu'il faudra intégrer depuis^=i 
jusqu'à j^ == 00. On a d'abord , en intégrant par partie , 

Soi. .osuil.^ = .+x-,^on.ar./j^=/p^^^^: 
Cela posé y la valeur de Q pourra se mettre sous la forme 

Cette intégrale doit être prise depuis <r:=o jusqu'à a:r=oo,el 
comme la partie hors du signe s'évanouit dans ces deux limites^ 
on aura,.simplement 

Comparant avec la formule X , on aura fz=. — | , ^ = -^ | , 
a = »/5, f = I , cos 9 = ^ v/5 , c = i ï/(i — \/i) ; donc l'in- 
tégrale cherchée est 
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Maintenant puiscpi'on a P'Q' =: | ir ^ oa aura uqq r^lfttion entre 
trois fonctions elliptiques ^ <]ui , avec celle c^u'on a trouy^e j ofiîre 
ces deux résultats : 

J=.F'(«).[E'(c)-(i±^)F'(c)] 

d'où Ton Toit que les fonctions de seconde espèce E' (c) , E' (b) 
peuvent^ dans ce cas particulier , s'exprimer par les deux fonctions 
de première espèce F' (3) , F' (c). A ces deux relations qui sopt déjft 
fort remarquables 9 il fout en joindre une troisième F '(A)=v/5 F '(^), 
qui sera démontrée dans Texemple suivant. 

SXEMPLXIJI. 

(4i)- Soit proposé d'évaluer l'intégrale R=yife(i—z*)"% prise 
depuis z=zo jusqu'à zz=sï^ 

On fera d'abord i-^z^snC^j, ce qui donnera la transformé^ 

R === / jv..J\ X à intégrer depuis ^ =: o jusqu'à j- = od. Soit 

3 
ensuite m = y 4 ^^ my sssaf^ — i ^ on aura la nouvelle transformée 

^ ~s /v/(x4.^5x»+5) > ^*' *^* intégrer depuis jrasi jusqu'à ^ 

j? = oo. Cette intégrale est, au coefficient près, la même que 
l'intégrale P de l'exemple précédent ; ainsi ayant égard aux limites 

de R, et faisant yZ = a, on aura la yaletir phfirçbée 

mais il y a une avire ««liète de «rouver la valeur de IL 

Soit 1 — z^sseTi— '-K on trouvera d'abord la transformée 

R ^^J \/A^^ \ ^ 4^*^^ ^^^* intégrer depuis j^ = i jusqu'à ^ = 00. 
Soit ensuite mr = i+**, ou aura R=»^yi;7^^^:p^,nou- 
Telle. formule qu'il faut intégrer depuis x= t/(w— -i) jusqu'à 
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or =: 00. Or cette intégrale est semblable à la formule M de Texemple I^ 

et on obtiendra de même R = ^^ F (c, (b) 4- const. , en obser- 

vant que cette intégrale doit être prise depuis la yaleur de ^ qui 
donne ar= ^(m— -i) jusqu'à la valeur de (p qui donne x = 00 ; 
celle-ci est ^ = 7 «tt ^ l'autre étant nommée 8 ^ ou aura R' s=: 

2^ [F' (c) — F (c, fl)]. Mais en général , 



mn 



^ fl»*|/3 

donc en faisant x*s= m— > i , il viendra 

rofi»fl — — m— i+i/(w*+m + _ (m— i)' 
^u»o_ ^^^g — flV/3 — 3* 

Or, d'après l'article 34^ cette valeur de 9 est celle qui pour le module 
c = i /(a— /5), donne F ( 6 ) =s ^F' j donc 

Comparant cette valeur a celle qu'on a trouvée par l'autre méthode, 
il en résulte cette nouvelle relation 

F-(4) = /5.F'(c), 

laquelle étant jointe aux deux déjà trouvées, £dt voir qu'une seule 
des quatre transcendantes F" (c), F'(A), E'(c), E' (b) suffit pour 
déterminer les trois autres. On a , par exemple , les équations 

^=F.W[E.(«)_(^)F.{c)] 
^ = F'(^[E.(i)-(^)F.(*)]. 

qui servent à déterminer la foncdon E* (c) par le moyen dç F'(c), 
et la fonction E* (i) par le moyen de F' (*). 
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Théorème sur les fonctions de première et de seconde espèce , 
dont les modules sont compîémens Vun de Vautre. 

(42)* Dans les comparaisons qu on vient d'établir entre les fonc- 
tions F'(c), E'(c), qui se rapportent au module c=:^ ^/(a— k^5) 
s= sin i5', et les fonctions F' (A) , E' (i) , qui se rapportent au mo- 
dule complémentaire h=i\ ^(a-f.y/3) = cos i5% les trois équations 
trouvées conduisent à ce résultat remarquable 

J=F(c)E'(*)-HF'(*)E'C^)-.P(*)F'(c) id) 

où l'on voit que les deux quantités h y c peuvent être échangées 
entre eUes , et qu'ainsi cette équation est vérifiée dans deux cas , 
celui, de c = sin i5% et celui de c = sin yS"*. U serait facile de dé- 
montrer directement qu'elle est encore vraie dans deux autres cas, 
lorsque c est infiniment petit y et lorsque c = ^\ = h ; mais noua 
allons prouver généralement qu'elle a lieu quel que soit c. 

Pour abréger la notation^ désignons simplement par F^ E^ les 
quantités F'(£?), E'(£?), et par F', E' les quantités F' (i), E» (*),ct 
supposons 

P=FE'+F'E— FF', 

P étant une fonction de c encore inconnue. 

Je différentie les deux membres par rapport à c qui est la seule 

variable qu'ils contiennent. Or ayant E (ç) zssfûkd^y F (ç) = f-^, 
A* = I -^ c^sin^f , la différentiation donoe 

de '^^J ù? "^cjl^ cj T' 

Mais par les formules de l'art. 9, on ^f^s=^ p f^dp — <^^^^^^^ ^ 

et dans le cas de ^=7 "^ dont il s'agit, le second terme s'évanouit : 
ainsi on aura 
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Oa aura semblablement §' ;= i (E'-^F) , ^ = ^^ (E'-c»F) ; 

et parce que bdb + cdc = o ^ on en déduira 

^ = -À(E-c-F). 

Substituant ces valeurs dans celle de ^^ on aura dPz=:o; donc 
P = const. Maïs on a trouvé dans un cas particulier P = ^ 'tT; donc 
l'équation (d') a lieu généralement , quel que soit c. 

Lorsque c=;y^j:scb^ Téquation (d') do&ne 

Ainsi dans ce cas particulier, É* se détenhine MMre^ar P*. 

Il peut y atoir quelques autres câs^ particuiief s où la fonction de 
sectotide espèce E* {c) s'exprime pat la fbn^lion de seconde espèce 
F^(c); nous ferons voîï* en eflfet que' chaque bas particulier connu 
en fait connaître une infinité d^autres ; maiârla détermination géné- 
rale parait impossible d'après les recherches suivantes. 

' ' ' 

Equations différentielles qui e^p^imenf la liaison mutuelle 
des Jonctions !E et F. 

(45)^ Si roa difiërenUe pap rapp^l't h^ les à^% ft>n)tiaIâS lEi^ss^f^df, 
F =: f-^ j on aura comoie. ci^lessus^ 



_ / i-^;,inV _,^^ py 



JE 
de 

2r = îvCE~*'F)-5;..^.-;5— . 



U en résulte les deux Ibranulea 



.(é') 



qui contiennent les relations mutuelles des fonctions E et F. 
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M 
dn peut simplifier encore ces équations en faisant Ff=— et 

£ = Ne ^ ce qui donne 

JMhis '^pwlcpie âimples que. soient oeDcs^-ci ^oo ne saurait les intégrer 

par les xuoyeus ordinaires^ pnéxne quand on supposerait ^ == ^ ^r , 
ce qui changerait les fonctions F et E en F' et £\ Ainsi il n'y a 
guère d'espérance de déterminer généralement £' par F', et encore 
moins la fonction indéfinie £ par la fonction F; ce qui maintient 
et justifie la distinction que nous avons faite entre les fonctions 
elliptiques de la première ^t de k seconde espèce. 

II «e présente à ce sujet une observation assez importante. On 
verra parles méthodes qui seront ci- après exposées^ que la fonctioa 
F peut être exprimée en termes finis par la fonction £ et une autre 
fonction de même espèce , dont le module et l'amplitude se dé- 
duisent suivant une loi connue du module et de l'amplitude qui con^ 
viennent à la fonction £. Cette expression de F par deux fonctions de 
l'espèccdeE^ est une véritable intégrale qui dpit satisfaire aux équa« 
tions (e')j et qui ue rentre pas dans les procédés ordinaires de l'in-» 
tégration. Le succès qu'on obtient dans ce cas particulier^ peut 
donc devenir un exemple utile dans d'autres recherches. 

(44)- Revenons aux équations (^., et voyons quel pourrait être 
leur usage. 

Si on avait une table d'arcs d'ellipse dressée pour toutes les 
valeurs de ^ et ^ , à des intervalles égaux et suffisamment rappro- 
chés y celte mêvae tahle pourrait offdr pour chaque arc £ , le cbefll- 

cîent diffécentiel ^ ^ puisque si « est la différence entre deux 

yaleurs de c conseculivcis > le coeifidient différentiel se déduit dés 
différences finies par .la formule 

a g = A£ — ^ A»£ -Hi A'E — etc., 

â£^ A*£, etc. étant les différences premières , secondes^ etc. re- 
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lalives à c y données immédiatement par les nombres de la Tdble. 

Une Table ainsi disposée , ferait connaître la fonction F pour tonte 

dEà 
valeur de c et ^ ^ puisqu'on a F=E— c j-. C'est le moyen que nous 

avions proposé dans les Mémoires cités de 1786 y pour éviter l'em-- 
ploi des arcs d'hyperbole y ou celui des fonctions F. 

Une Table des valeurs de la fonction F y dressée de la même ma- 

nière avec le coefficient différentiel j- correspondant & chaque terme, 

serait propre également à remplacer les arcs d'ellipse, puisque la 
seconde des équations (ef) donne 

rfF 



E = A* (f + c g) + £l«E|£2î?. 



Le travail pour former une Table un peu étendue y telle que nous 
venons de la proposer y est trop considérable pour croire qu'il soit 
jamais entrepris ; si cependant les intervalles par lesquels on fait' 
croître c et ^ n'étaient pas trop rapprochés, la Table pourrait encore 
être fort utile, sans que le travail de sa construction excédât la 
patience d'un calculateur zélé. 

Je proposerais donc comme chose fort praticable , que l'on cons« 
truisit une Table d'arcs d'ellipse ou de fonctions E(^, ^) pour 
toutes les valeurs de ^ , de degrés en degrés, et pour toutes les 
valeurs du module c mis sous la forme sin 6,. aussi de degrés en 
degrés. Cette Table ne contiendrait que 8100 nombres, calculés 
avec sept chiffres significatif ; et en y joignant les différences p^e« 
mières et secondes , on pourrait étendre son usage à toutes les valeurs 
de c et (p. Il serait Êicile dans chaque cas particulier , de tirer de 

cette Table la valeur du coefficient j- , au moins pour les valeurs 

de c et de ^ comprises dans la Table. Enfin on pourrait à la rigueur 

éviter entièrement la formation des coefficiens -jt j ou celle d'une 

Table particulière pour les fonctions F , puisqu'il sera démontre 

ci- après que toute fonction F ou tout coefficient j- , peut s'exprimer 

par deux arcs d'ellipse. 



Développement 
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Déi^eloppement des fonctions F' et E' en séihs, 

(45). On peut déduire des équations (e') deux équations diffé^ 
rentielles du second ordre propres à déterminer séparément les 
fonctions F et E ; ces équations sont 

/ .V ddE , 1 — c* dE , -, sin ^ cos m 

et lorsqu'on considère les fonctions complètes ^ ces équations de« 
viennent 

, ^v ddE' , 1— .c» JE» , ^, 

Celles - ci se simplifieront encore en faisant ^ = sin 9 ^ ce qui 
donnerait 

ddF^ . « dF' „ 

._.+ cota9.-^-.F'=:o 

"3F "♦" "Sïië • "^ ■*" '^ —**• 

On peut enfla regarder F' et E' comme des fonctions du module 
complémentaire b, ce qui donnera les équations différentielles 

(ï--**)-aF"< — T— "as"""^ ^'^ 

d'où Ton voit que l'équation en F' est de la même forme , soit que 
Ton considère F' conome fonction de b ou comme fonction de c. 

Ces équations sont utiles pour £iire connaître la loi du dévelop- 
pement des fonctions F^^ E' en séries. Il n'y a aucune difficulté à 
développer ces fonctions suivant les puissances de c; car les exprès* 

iions F =/^<p (i — c* sin*(p)"% E =/rf<p(i — <?• sin* (p)* étant inleV 

9 
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grées depuis ^=0 jusqu a ^ = 7 ^ , on en tire iiuttlédlaténicut 

a \ a* a^.4* 2*. 4*, 6* / 

Mais ces séries ne sont plus suffisamment cpayergentes ^ lorsque e 
est fort près de l'unité, et alors il convient de les ordonner suivant 
les puissances de b ^ en considérant è coiXHBe très-petk. 

Or d'après l'équalion E* = A* (f»+ e ~\ = **. ^-^ , on peut 
pour première approximation , faire E' = i , ce qui donnera 
d (dP*) s=:t7 = _^^ > et par conséquent cF* = ^ log (737) ; tbmIs 
dans le même cas, on a c = 1 — - -^ A% donc la première valeur ap- 
prochée de F* est F* = log (|\ 

SoitmaintenanlF*=Plog(j^-4-Q, P et Q étant des suites or- 

danaées suivatit les puissances de &; sî on substitue cette, valeur 
dans l'équation différentielle 

on trouvera que Téquation pour déterminer P est absolument sem- 
blable à celle qui détermine F'; celle-ci est de la même forme, 
soit que F soit considéré comme fonction de c ou comme fonction 
de A ; ainsi on aura d'abord 

P= x + i;*.H.i^|V + l^|i|iB^etc. 

Désignons les coefficien^snccessifs par i , m\ m% etc.^ en sorte qu'on ait 

P = I + /»:** + /7i'i*H- iw'A« -f- etc, ; 
nous supposerons ensuite 

F'==(i + m'è-+ m'**+/n'5«+elc.)lûg I 
— w'A'i*— ui^A"M-.i»'A'*fi— etc. . 

Substituant cette valeur dans l'équation différentiel^ ci-dessus , on 
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aura pour déterminer les nouveaux coeffîciens A', A', etc., l'équa- 
tion suivante , dont les termes suivent une loi très-simple : 

0= a 4- 6i»'** + loi»'** +i4m'** 4- i8m"i» -}-etc. 

—4»,' — ôm'ô» — i2to'A* --i€/n"i* ■— aoni'b* —etc. 

— aWA'— 4*m'A'**— 6*m"'A'i*— 8*/ra"A"*»--i o*/w'A'4»— etc. 

+3*m'A'i»+5*/n*A'i*-H7*/»'A''i»+9*nï"A"A»-t-etc. 

Observant ensuite qu'on a a»/»' = i , 4*"** '^ '*'"'> 6*m'ss 5*/»", etc., 
on trouve successivement 

A' 6=1 

•^'='"^3:4 + 5:6 

■^" = ^ + 3:4 ■*" 576 + ^ 
etc. 

de sorte qu'on a en général A<*^ = A^"-*^ + (an— i)an ^'^P^^^ ^®"® 
loi , il est facile de voir ce que devient A^*^ lorsque n est très- 
grand ; considérons pour cet eflet la suite 

•^ = 7:^+3:4 + 5:6"*"^ + ^^^-^ 
laquelle peut être mise sous cette forme . 

X H- g- -4- -^ + —4- etc.^ 



on aura en sommant ces suites , ^= a: log ^^z^'^^^^ (i — ^•) = 
(i+j:)log(i-|-«)H-( I— '»)log(i— or), Soita:= I, on aura 
j- = 3log2; donc la limite des quantités A'^ A% A"', etc, est 
i log % ou 1^566 ^ «te. Cela posé ^ la Valeur complète ^ t\ «• 
développe ainfii ; 
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F'=l<>g{ + ï*'(l<'8|->) 

^a».4«.6».8''' V°Si— » 3.4 5.6 7.8; 
+ etc. 

Connaissant F S on aura immédiatement E' d'après l'équalion 
E' = 4»F' + A»c ^ = A*F'~ i (1— *•) ^ , et a en résulte 

expression dont la loi est manifeste et qui s^accorde avec celle 
que nous avons donnée sous une autre forme ( Mem. de VAcad. ^ 
1786, pag. 63o). 

Des changemens quon -peut Joire subir au paramètre 
dans les Jonctions elliptiques de la troisième espèce. 

(46). Soit;7=:— ^^^ et soit a une constante indéterminée^ on 
trouve par la différentiation^ 

dp d^ 1— c^sin^^ . 

Supposons que le dénominateur (i—c^sin*^) co.s*^ +« sin'^ soit 
égal au produit des deux facteurs ( 1 4- /* sin* <p ) ^i + — sin*^) , là 
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valeur de <i devra être 

et alors Téquation différentielle se décomposant ainsi , . ' 

4> «^ r » I ^ -~| 

* n 
son intégrale est 

nC„) + n(4)==F+^^arctangi^:î^ (/') , 

formule très -remarquable au moyen de laquelle toute fonction II 
dont le paramètre est plus grand que le module c, peut toujours 
être transformée en une autre dont le paramètre sera plus petit 

que c; car des deux paramètres n et —^ il est évident que Tunest 

toujours plus grand que c et l'autre plus petit. Les fonctions II qui 
se transforment ainsi Tune dans l'autre ^ ont d'ailleurs le même 
module c et la même amplitude (p; c'est pourquoi^ au lieu de les 

désigner par TI (n, c^ ç) ^ ^C~* ^ y r)^ nous les désignons simr 
plement par n(n) ^11 T— \ tn ne signalant que Télément par lequel 
les deux fonctions différent l'ime de l'autre. 

La formule générale (/^ ) appliquée aux cas de n=:c et de 
nss — c^ fournit ces deux corollaires ^ 



n( c ) = iF+j-^arctang 



(1 + c) tang p 
A 

H (-C) = i F + j^^ arc tang ^irifliîni-^: 

Ainsi dans ces deux cas^ la fonction de troisième espèce se. réduit 
immédiatement à une fonction de première espèce. 

(47). Il y a trois cas à considérer dans la formulé (/') , selon que a 
est positif, zéro ou négatif. 

Le coefficient ot sera positif toutes les fois que le paramètre n sera 
positif, ou toutes les fois que n étant négatif^ il sera compris entre 
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— I et — c* ; en d'autres termes a sera positif si le paramètre k 
est de Tune des deux formes n=cot'9^ n=z — i -4-i*sin*6. Alors 
l'équation (f^) contiendra un arc de cercle réel, et par cette 
équation on ramènera l'une à l'autre les deux fonctions n (n) ^ 

"©• 

Dans ce premier cas , si l'on fait <p ss | 'tT ^ on aura entre les fonc- 
tions complètes cette relation 

n'«+"'(f) = F'+ï^-- 

(48). Si l'on fait a = o , on aura »= — i ou/i=— -c*, alors 
l'intégrale i ^ ^ se réduisant à p , l'équation (^f ) devient 

n(-,) + necO = F + î^. 

Ce résultat est îaiCÎle à Vérifier ; on a en effet parles réducticms défà 
connues, 

et la somme de ces deux quantités se réduit à F -4^ ■ "^ ' . 

La fonction n (— t) qui se ramène immédiatemetit ûux fonc^otis 
âe la première et de la seconde espèce^ est cell^ qui donne la 
rectification de l'hyperbole (art. ï3). Elle a une valeur infinie lors- 
que ^ = ;ï 'Tf , parce qu'alors elle représente la longueur totale de 
la courbe jusqu'à son extrémité infinie ; et c'est aussi ce que donne 
la formule précédente; mais cette formule serait en défaut si on 
voulait faire ^*> i^TC ; elle semblerait donner une valeur finie pour 
n ( — i), tandis que cette valeur , composée de la partie où p^i^^'X 
et d'une autre partie , est nécessairement infinie. C'est dû moins 
ce qui parait résulter de la formule intégrale n ( — i ) considérée 
en eHe-mème, et sans rapport à aucune courbe; car nous suppo- 
sons toujours A positi£ 

(49). Il l'esté k examiner le cas où a est négatif; ce cas anra lien " 
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tontes les fois que le paramètre sera négatif^ mais non compris 
entre — i et— • ^j de sorte que n devra être représenté par lune 

ou l'autre des formules /* = — -t-t-ï, n = — c'sia'9. 

. &Qit doBC »=•— c* sin'fi^ €t«t= — €,on auraf =^^(i— c*sîn*fl)^ 

etrintégrale/^. deyient/^.ou ^, log (i±£^^ ; donc 
alors réqttation (/' ) devra être r»BipIacée par la suivante : 

n(„)+n(^)=F+jijlog^±^|S|f> 

MeUsni âaos cette aopiatkin les valeurs de » et de fj et observant 
que ^/(i — iJ*sin*6) peut être désigné par A(ô), tandis que 
y/( I — c* sin' ^ ) Test par A {(p) , on aura cette formule générale pour 
le cas de â( négatif : 

Il est à remarquer que le second membre de cette équation devient 
infini lorsque 9=8: en effet ^ comme on a 



"( ^«••)-/(._||y 



on voit que le dénominateiir de la dî.fierentielle est zéro lorsque 
^ = 6 ^ ce qui rend ^ potir ce cas , Tiatégr^le infîjûe. 

Lorsqu'ensuite on suppose ^ >> 9 ^ le dénoMÎnateur devient né^ 

gatîf^ et Ja valeur de II ( r^j redevient finie par la destruction 

mutuelle àes parties infinies et de signes contraires. Mais alors la 
formule a besoin d*être rectifiée pour ne pas offrir le logarithme 
d'une quantité négative^ et il faudra l'écrire ainsi : 

cile aura Heu depuis ^ = fl jusqu'à ^ = | -tt . 
Lorsque ^= ^'tt, cette formule donne entre les fonctions com- 
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plèles la relation 

n- (~ c sia* Ô) +n' (- ^^ = F-, 

OÙ l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu/ 

J'observe sur cette dernière équation que la fonction n(— c*sîn*fl), 

qui représente l'intégrale J . _^ - ^ù - > \ a > ^^' nécessairement plus 
grande que / x ^^ ^* ^* qu'ainsi n'(— c*sin* fl) est plus grande 
que F'; l'équation précédente ne peut donc subsister à moins que 
II' T— jj^Jne soit négatif. Or, ce résultat s'explique facilement par 
la nature de la fonction n f r-^ J qui est positive depuis ^ =: o y' 

jusqu'à ^=9, et négative depuis ^=ô jusqu'à ^=: -'TT; il faut par con- 
séquent que la partie négative soit plus grande que la partie positive. 

(5o). j^u reste pour .éditer toute anomalie étrangère à P objet dont 
nous nous occupons ^ et pour ne considérer des fonctions FI que celles 
qui sont positives et finies ^ nous ferons abstraction , dans tout ce 
qui suit y du cas où le paramètre n est à la fois négatif et plus grand 
jjue Tunité, 

Si ce cas se rencontrait^ oh pourrait, iau moyen de la formule de 

l'art, 49 > réduire la fonction proposée II (-"-=^3 ^ ^ fonction 

n (— ^ sin'9 ) qui n'est sujette à aucune difficulté ; l'anomalie tom- 
berait alors sur le terme logarithmique joint à cette fonction. 

Cela posé , les fonctions II , eu égard aux diverses valeurs du pa-- 
vamètre , se rapportent à brois cas principaux qui exigent des déve- 
loppemens particuliers. 

Premier cas. Si le paramètre n est positif, on pourra toujours lui 

donner la forme n = cot* 6 , et on aura alors i/a = -"^^^!a 

siû ô C08 6' 

Second cas. Si le paramètre n est négatif , mais qull soit com- 
pris entre •^' i et — c% on pourra le désigner par la formule 

I L» • . û .1 • i* sin fl cos 6 

71 = — . I + 4* sm» 9 , et alors on aura /« = yç^'zr^~S^ 
. fc'sin 9 cos 8 

J:roisiem€ 
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Troisième cas. Si le paramètre n est négatif et plus petit que c*, on 

pourra faire « = -^ c* sîn' fl, et on aura {/(a) = ?^ A ( ô ) . ^/— i . 

On verra ci-après que les deux premiers cas pourraient être 
censés n'en faire qu'un ^ attendu qu'une fonction qui appartient à 
l'un de ces cas , peut être transformée en une fonction qui appar- 
tienne à l'autre cas. Il n'en est pas de même du troisième cas qui 
diffère essentiellement des deux autres; car les fonctions qui se 
rapportent aux deux premiers cas ^ entraînent toujours dans leur 
comparaison des arcs de cercle ; tandis que les fonctions qui se rap- 
portent au troisième ^ n'admettent dans leur comparaison que des 
logarithmes. 

Il semblerait naturel d'ajouter a ces trois cas celui où Ton sup-- 
poserait le paramètre n imaginaire ; mais nous prouverons ci-après 
que ce quatrième cas est inutile à considérer y et qu'on peut tou- 
jours y suppléer par des transformations convenables. 

(5i). Soit maintenant p 3= 5îL^2î|^ ^t k un coefficient indéter- 
miné^ on aura par la différentiation y 

dp 1 — - a sm* p +g*g»n^ Ç ^^, 

si on fait ensuite le dénominateur 

x4-(* — ^)sin'^ — Asin^<p = (i -H/i«in*^)(i — msin*^) ; 

îl en résultera k:=zmn, (i + /») ( i — /^O = *% et l'équation diffé- 
rentielle prendra la forme 

dp ^ V^"^^ 1 i — m 1 ^' "1 • 



:±=n(,)_(i^)n(-»)=^F+-^«cuBgJ^~iS2:î.. .«. 



d'où Ton tire en intégrant y 

V^mn sin ^cos^ 

Par cette formule les deux fonctions II (n) , Il ( — m), peuventêtrc 
réduites l'une à l'autre^ pourvu qu'entre les paramètres /let — m, 
on ait la relation 

90 
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Celle relalîon est telle , que si l'on fait n = col* Ô , on aura 
— /?! = — I -f-i*sîn*0 ; d'où l'on Toîl que les deux premiers cas 
du n* 5o , n'en font à proprement parler qu un seul , puisque la 
réduction d une fonction à l'autre peut se faire immédiatement au 
moyen de la formule 

n(col*fl) n= ^_^,,.„.B n (— 1 + i» sm« fl) 

, c*sin^9 ^ , sinOcosB sîn ^ cos^A (5, fl) 

(Sa). Si dans la formule (^) , on fait m = c* sîn* 6, Téqualion de 

condition (i+/ï)(i — ^m)=ô% donnera n (cos*54-i*sin*fl)= — c'cos*9, 

d'où il suit que n pourra aussi être représenté par la valeur «= — c*sin*A, 

et alors on aura entre et A la relation sin*A(cos*flH-i*6in*fl)=cos'9, 

d'où résulte 

\z=zb tang tang A ; 

c'est la même relation qui donne F ( fl) + F (A) = F'. 
On aura donc dans ce cas la formulé générale 

^ ■ ,. n ( — <f sm* fl) -f , .^^ n (— c* sm*A ) 

A + c* «in ô sia h sîn ^ cos^> 



sin^ô sin^A a sin 6 sin K 



, /A + c* «in ô sia h sin ^ cos^\ 
S \ A -^ c' sin fl sifl A sin f cof (^ / ' 



au moyen de laquelle on pourra réduire l'une à l'autre les fonctions 
n ( — c* sin* fl) , n ( — c* sin* A ) , pourvu qu'entre les paramètres on 
ait la relation i = 6 tang 6 tang A. 

Ainsi ^ non seulement les fonctions FI dont le paramètre est néga- 
tif et plus grand que l'unité , peuvent se rédiiire aux fonctions dont 
le paramètre est plus petit que à^ (art. 49) > ^^^ celles-ci peuvent 
encore être réduites au cas où le paramètre ^ toujours de forme 

— c*sin*fl, n'excède pas i— 5; cardans le cas où Ton aurait 8= A, 

Féquation i =^ tang B tang A donne sin*ii= -;;^, et par consé- 
quent o*6ia*6=:i-^^; dans tout autre cas^ l'un des paramètres 

— tf^sin^fl, — c*sin* A, abstraction fiai te de son signe^ sera néces^ 
sairement plus petit que i—- •&. 

Le cas de = A mérite d'être remarqué ; alors la formule gêné* 
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raie donne 

^ * ^ ab 4^ ° \A — (i — i)sinfco8^/ 

Ainsi la fonction de troisième espèce n(— i+ô) ôe rédoit indé- 
finiment à la première espèce ^ et on a en particulier pour Fexpres- 
fiion de la fonction complète , 

n'(-I+4)=:l^P. 

On pourrait , en choisissant d'autres valeurs de p ou d'autres diffé- 
rentielles que A ^ , panreoir à d'autres formules de réduction pour 

les fonctions II; mais la plupart de ces formules rentreraient dans 
les deux que nous avons trouvées y ou ne seraient qu'une combi- 
naison de ces deux formules et de celles que nous exposerons dans 
le chapitre suivant; c'est pourquoi nous ne nous y arrêterons pas 
davantage» 

Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième espèce. 
(53). Considérons les deux fonctions semblables 

et supposons y comme nous l'avons fait pour les fonctions de la 
première et de la seconde espèce, qu'on a l'équation F(^)-i-F (4) 
— . F (jM.) =0 ^ fA étant une constante; alors si on fait n((p)-t-n(4) 
-— n(/t) s=Q, on aura 

celte intégrale étant prise de manière qu'elle s*évanouisse lorsque 
^= o ou lorsque '^^=fi. 

Mais puisque /a est constant , on a ^|r + ^^J? a=B o, Joù résulte 

n — r ^^ n(8in'4 — ^n*^) 
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Or on a trouvé (art. 3i)rfîA((p)+t/4A(>}.)=c*J(sîaf48m(psîû4)î 

lepremiermenibreseréduità^j[A-((p)--A*(4)]==|^(sia-4 

donc en faisant sin*^ + sin*4 =/'> sin^ 5in4 =7 > ^^ a....-' 

^^ ( sin*4 — sin*(p ) = sin /t • ^y ; donc enfin 

Mais de l'équation cos (p cos4 — sîn ^ sin 4a (itA)=cos /a, on déduit 
I — ^ + 9*= [cos/A+^A (/a)]% et par conséquent 

p = sin*/JL — 3^ cos /aA (/t) + c*9* sin*/A ; 

mettant cette valeur de p dans la formule précédente , on a 

O _ r nsïniJL.dq ' 

^ J 1 + n fiin V — anq cos /xA(ft ) + 9* (/i* -f- ne* sm» // ) 

Effectuant donc l'intégration^ et faisant comme ci-dessus a=: 
(i+n) Çi + — j , on aura Q ou 

n(,)+n(+)-nw=j!j.rc ^, (-^^^^^l^i-^y..m. 

C'est la formule générale qui, pour les fonctions de troisième espèce, 
correspond à la formule F (^) + F (4) — F (pt) = o pour les fonc- 
tions de la première espèce , et à la formule E (^) + E(4) — E(ft) 
== c* sin fJL sin Ç sin 4 pour les fonctions de la seconde espèce. 

Ainsi la différence qui est zéro dans les fonctions de première 
espèce y et algébrique dans celles de la seconde espèce^ est exprimée 
par un arc de cercle ou par un logarithme dans les fonctions de 
troisième espèce. Je dis arc de cercle ou logarithme y car on voit que 
le second membre de l'équation (//) sera un arc de cercle ou un 
logarithme, selon que cl sera positif ou négatif, c'est-à-dire, selon 
que la fonction 17 se rapportera aux deux premiers cas ou au troi- 
sième de l'article 5o. 

(54)* De l'équation (K) et de toutes celles qu'on peut former sem- 
blablement entre trois fonctions II, nous conclurons que si i y h , 
/, etc. sont des entiers positifs , on pourra toujours faire ensorte 
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<{ue Ton ait 

,ll((p) + *n(4) + m (â>) H- etc. = W, 

W étant une ' quantité détenninable par ares de cercle ou par loga- 
rithmes. Il faut pour cela établir entre les amplitudes ^> 4> ^> ^^^* ^ 
la relation qui donne 

iF (^)4- A:F(4) + /F («) + etc. = o; 

et cette relation peut toujours être exprimée par une équation 
algébrique entre les sinus des angles (p , 4 > ^ > ^^^* ^^ résultat ne 
souflfre aucune exception , et aurait lieu même quand le paramètre n 
serait imaginaire. Mais on peut considérer ces propriétés sous un 
point de vue encore plus général. 

(55). Soit P ou P (cp) une fonction rationnelle paire de sin ^ , 
et soit 

^ V^>' —J v/(i— c*8in*(p)' 

Soit Z (4) une fonction semblable de 4 > ^^^ fonctions ou intégrales 
étant prises de manièrequ'elles s'évanouissent lorsque les amplitudes p 
et 4 sont nulles. Supposons qu'on ait toujours l'équation F(ç)+F(4) 

— Y(^)=Oj laquelle en prenant /t constante donne ^-r + ~z = o , 
on aura donc 

z c<p)+Z(4)~z(i*)=/A [P(.p)- P(4)]. 

Faisons comme ci-dessus sin*^ -f-sin^4==^/' > ^^ (psitx '^ ^isa^ ^ilen 
résultera 

sin*4 z=zip ^ i !/(;,. _4^>), 

Substituons maintenant la valeur de sin' ^ dans P ((p) , le résultat 
sera de la fonne * 

P(^)=M + N »/(;,•- 49»), 

M et N étant dei» fonctions raticmnelles de p et f . On aura de 

même 

PC4) = M-N|/(;,'-47'); 

donc P ((p) — P (4) 5= aNV( ;>*— 47*) =s ^N ( $m*<p — sin'4) , et 
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/4 CP W-P(4)] =/ '''^";^--^-') = - .yy^ si. ^ , 

. donc enfin 

Z(^) -f. Z (4)— ZC/a) = -. a sia/i/Nd/. 

Dans cette formule ^ N est une fonction rationnelle àe p eide ç ; 
si on y substitue la valeur de // en ^^ savoir pz=:sin''/i — 3^cos;;iA(.a) 
+ c»y*sîn*ffc, N sera une fonction rationnelle de y seule , et ainsi la 
valeur de Z (<p) +Z (4) — Z (;t) pourra toujours se déterminer par 
arcs de cercle et par logarithmes. 

En général si i, k y l, etc. désignent des nombres entiers positifs 
ou négatifs j et qu'on établisse entre les angles ^> 4 > ^^ ^^^* ^ rekr 
lion qui donne tF(^) + AF (4) H- ^ («) -f-etc. =0^ on aura eu 
même temps 

/Z ((p) + A'Z(4) + /Z(«) + etc. = W, 

W étant une quantité déterminable par arca de cercle et par loga- 
rithmes. L^ même propriété aura lieu quand même P contiendrait 
des puissances impaires de sin ^; car la partie de dï affectée 
des puissances impaires, s'intégrerait par arcs de cercle et par 
logarithmes. 

Il en est absolumenl de même de la fonction 

P étant une fonction rationnelle de or ^ et on pourra toujours trouver 
une équation algébrique entre ^ y y 9 ^9 eXc, telle que la quantité 

iZ {x) + *Z (7)4- i^(5i) + ete* 

soit déterminable par les arcs de cercle et les logarithmes, 

(56). Revenons à la formule {ht) d'où Ton doit déduire tout ce 
qui concerne la comparaison des fonctions de troisième espèce^ 
Nous avons déjà observé que dans cette formule l'arc de cercle 
doit être remplacé par ua logarithme ^ l<>rsqae4e panonètre ^«t de 

la forme n = — .c»sin*6; alors on a v/«t ?= ^?t- A (9) . $/— i , et 
parce qu'en géaéral pr^ arc tang z v/— i = j log 7^* si l'on fait 
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pour abréger^ 

ain 6 cos ^A (ft ) — <y>8 D stn ./t/A (ê) . , 

1 — c'sin* d sin* ^ Sm /A , 

sio 9 co> ^A (ft) 4- c"8 ft sig t/A ( ^) . „ 

1— c*8m-asm> — ^— sm/A, 

la fonnule (A') se changera en celle-ci: 

n (<P)+n(4)-n(At)=^iog (^ ^ ^.^.^^ ,in/»iny «04 )' 

Cl l'on peut remarquer que les angles auxiliaires jjf, fJÛ sont ceux 
qui donneraient 

Au reste, comme on peut immédiatement convertir en logarithmes 
les arcs dont les tangentes sont de la forme t ^-— i y oti pourra se 
borner a n'employer que Téquation (A') dans toutes les comparaisons 
qu'on aura à faire des fonctions n , selon les diverses valeurs de /t; 
mais pour faciliter les applications, nous croyons devoir rapporter 
ici les formules qui ont lieu dans quelques-uns des cas les plus 
simples, en y joignant celles qui concernent les fonctions de la pre- 
mière et de la deuxième espèce* 

(5;). Soit, !•. ft =s ^ 'TT , on aura successivement pour les trois 
espèces de fonctions elliptiques : 

FC^) + F(4)-F' = o . ; 

E(^) -t- E (4) — E* = «"WQ ^ sm 4 

La relation entrer ^t 4 «st donnée par l'ëq^ation^ tang f)*tang4= t ^ 
d'où Ton tire sin «%(/ s=: ^^ et ^^ ^^^rt' Q^^^ ^ ^^ valeur de et ; 

elle s'exprime «utvant les différentes formes de n , comme on l'a vu 
(art. 5o). 

£i en partienlter mi a ^ss4^ ee ^qtâ ilomi^ tangJ^ :^ '--;j^i 

sin ^=- ,. t ^. , les formules précédentes deviennent 
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F((p) = iF' 
E(^)=.iE« + |(i — *) 

n (?>)== i n' +^ arc tang ^-^^:i-p^ ; 

elles servent ainsi à la biseclion de la fonction complète. 

Soit, 2*. 4 = <P et ft=z ^^y l'amplitude ^» se déduira de $ par 
les formules de l'article 21 ^ et on aura pour la duplication dçs fonc- 
tions y les formules 

:iF((p)— F(<p.)=:o 

aE ((p) — E (<pO = c* sîn*^ sin (P; ' ' 

:,n (ç) _ n (9.) =:^ arc tang ? ^^"^'°'»f°^' \ 

Les mêmes formules serviront à la bisection y en déterminant <p par 
le moyen de p^. 

Soit, S**. 4 = ^# et /tjt = ^3, (p3 étant Tamplitude qui donne 
F (^3) = 3F (jp) y et qu'on détermine par les formules de l'article aa , 
on aura pour la trîplication des fonctions y les formule^ 

3F((p)^F(<p3)=o 

3E (ç) — E ((fs) = c* sin (p sin ^. ( sin ^ + sin ^3 ) 
ffrr /^\ TT /-. \ 1 X / Tit^et sin o sin ^s sin 93 \ 

/• \T/ V.TV y<^ b ^j +/1 — - nf COS ^ COS (fa COS çj/ 

n\/a si n^^ sin ^^ 



4- — arc tanrr/ »K^»'°^^«°^> \ 

V^« " \l +71-— 7lCO8*^C0S^ft/ 



Dans le cas où f 3 = 7 'tt^ on a pour la trisection des fonctions com«> 
plètes^ les formule^ 

5F(^) = F» 
• 5E (if) = E' H- €?• sin ^ sin ^^ ( i H- sin <p) 

wrt ^^\ w-»i I * M. //i t^« «in © sin «A 

su ((?) = n" -f- ^ arc tang ( ^ ^ _^^ *") 

4- ;i- arc tang ( "V/*''i°y«»»« \ 

V^rt O \l-(-7l— ÏICOS'^ COS^a/ 

Quant aipc valeurs de ^ et ^^, elles se trouveront par les ar- 
ticles 25 et 24. 
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Formation d*une suite infinie de Jonctions elliptiques de 
la première espèce , liées . entre elles par des rapports 
constans. 

(58). Jusqu'ici nous n'avons comparé entre elles les fonctions 
elliptiques de la première espèce^ qu'autant qu'elles avaient le même 
module y ou qu'elles pouvaient être considérées comme représentant 
différens arcs d'une même courbe ; ces comparaisons ont ensuite été 
étendues ^ d'après le même principe y aux fonctions de la seconde 
et de la troisième espèce ; et les théorèmes contenus dans les for- 
mules (y) et (^) supposent encore que le module est le même dans 
les deux fonctions comparées. 

Nous allons faire voir qu'on peut ^ par une loi très-simple y former 
une infinité de fonctions elliptiques de première espèce , qui diSerenC 
les unes des autres tant par le module que par l'amplitude y mais 
qui ont la propriété *fort remarquable d'être entre elles dans des 
rapports constans. 

Considérons les deux fonctions F(c?^ y)=s/ V; ^^ • » \ i F(c?', ç') 

=/p7ô^^^n??) î i^ ^' ^"^ «^ ^'^^ ^*^* ^' = r+1 ^ et que l'où 
détermine ^' d'après l'équation sia (a^^— -^) s=:<? sin^^ on aura 
jgénéralement 

En effet l'équation supposée donne d'abord cos ( aç'— ^) = A; ainsi 
43X1 aura successivement : 

cos np' = A cos ^ — • c sin*^ 
a cos* ^' = 1 — c sin*^ + A cos ^ 
a sin* ^' = I -+- c sin*(p — A cos Ç) 
1 sin ^' cos ^' ;= sin ^ (c cos ^ + A) 

aflSp' = -^ ( £? cos ^ + A) 



|/(x--c'»sîn*(p') = 



c coê ^ + A 



II 
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Des deux dernières on tire ^, —^"^ùa"»') ^^ ^"5"^ * -^tC^<io^àonne 

1 «4- c 
en inlegranl^ F(c', ç') = — ^-FC^, ^). Nous n'ajoutons point de 

constante , parce que les amplitudes ^ et ^' s'évanouissent en mçme 
temps. On voit donc par ce résultat que les fonctions F ( c', ^') , 
Y {c y^) seront entre elles dans un rapport constant , quelles que 
soient les amplitudes ^' et ^, pourvu qu'elles soient liées entre elles 
par réquatîon sin (2^'— ^)= c sin <p.. 

Observons que comme Tare <p croit indéfiniment ^ et peut être de 
Xsoïi de circonférences qu'on voudra, l'arc 9' croitaussi indéfiniment^ 
mais de manière que a^' — ^ est toujours renfermé entre les limites 
4^ G et — * ô, fi étant l'arc dont c est le sinus. £n efiet^ puisqu'on a 
sin ( 2^' — ^ ) = c sin ^ et cos ( ap^ — 9) =s A , A étant toujours 
positif^ on voit que 2^'— ç.est toujours égal au plus petit arc Ji y 
pôsîtifou négatif, déterminé par l'équation sin <A=csin^=5in9sinÇ; 
ainsi on a toujours ^'==|^+^eA. ou <p= 2^' — A. D'après cette 
observation 3 on n'aura jamais aucune ambiguïté à craindre dans la 
détermination des valeurs respectives de <p' et*<p. 

Si l'on fait ç'ss=i'7r, on aura ç =^ et F ( c , ^) = 2F' {c) ; ainsi 
les fonctions complètes F* (^'), F* (c) ont entre elles cette relation 

F'(c');=:(lH-c)F'(c). 

(5g). Concevons maintenant qu'à partir du terme donné r, on 
forme une suite infinie démodules c, c\ c% c*', etc., d'après 
la loi^ 

Cette suite de modules qui est continuellement croissante , aura pour 
limite l'unité, et atteindra sensiblement cette limite au bout d'un 
assez petit nombre de termes. 

Si on appelle par analogie 4', i', b'^y etc. les complémens des 
modules c'y c'y c*, etc. , la suite Vy Vy h* y etc. sera continuelle- 
ment décroissante , et cbaque terme se déduira du module précé- 
dent suivant cette loi * 

*!=r:f7> *=7Hh7' i'=:-7-r». «te. 



i+c 
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. Soit ensuite tp , ^'^9% ^,etc. la série des ampKtudes qui sis dé- 
duisent cbaeune de la précédente par les farmidea 

sin (aç' — ^ ) = £? sin ^ 
sia (o^' — (p') = c' &i« (p' 
sin (2<p* — ip') = c'sin <p' 
elc, 

en formera de cette manière une suite inifinîe de fonctions de pre- 
miène espèce F (c , (p ) , F ( ^', (p') , F ( c^, <ff) , etc. , entre lesquelles 
on aura les équations 

F(.^o=4^F(cW)«^^i^^.ii^F(.,^), 

etc. 

d*où il suit que deux quelconques de ces fonctions sont toujours 
entre elles dans un rapport constant pour toutes les valeurs des 
amplitudes correspondantes. 

Quant aux fondions «ompiètes, leurs rapports seront également 
constans^ et l'équation F' (Ô==^ (^ + ^) ^'W^ 4^j^ trouvée, don^ 
nera successivement 

F'(0=(H-OF'(0 

F-(O = (i + OF'C^')=<i+^)0+OF'(c) 

F'(0 = (i+OF"CO = (ï+^)(^+00+OFV(^) 
etc, 

(60). On peut encore donner k ces résidiats «me plus g^nde 
extension. En effet y la suite infinie de modules c y c'y c% etc. , qui 
est croissante dans un sens^ et qui a pour limite Tunité , peut être 
prolongée à Tinfini dans le sens contraire où elle sera décroissante 
et aura pour limite aéro. Désignons par ^ , ^, c**% c***, etc. cette 
suite décroissante ; la loi qui lie deux termes consécutifs sera 
#eiiiblablenient 
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Mais pour former chaque terme au moyen du preGedènt ^ îl sera 
plus simple de se servir des valeurs suivantes.^ où Ifj i**, i**^, elc. 
dësigueut les complémens des modules c% c**', c^^^y elc. j 

Cela posé , si on désigne par ^, Ç)% ^•% ^**»% elc. la série des am- 
plitudes correspondantes aux modules c y c% c*% c**% etc. ^ on aura 
d'abord sin(2^— f**) = c** sin ç% équation qu'il faut résoudre pour 
déduire ^"^ de ^ ; on en tire successivement 

sin^« = ^+i)ill^|?i? 

Cette dernière peut se mettre sous la forme très-simple tang (^«*-^) 
= h tang ^ ^ et on en déduirait sans ambiguïté^ 

^•= a^ — <?• sin a^ -f- î £?•* sin 4<p-^ j ^*^ sin 6^ H- etc. , 

ce qui s'accorde avec la remarque que nous avons faite sur la 
valeur toujours limitée de aç'— -^, qui s'applique à 2^ — ^'^ 
2(p* — <p*% etc. 

Supposons donc qu'après avoir déterminé les modules décroissans 
c*, c**, c'***, etc. , ainsi que leurs complémens i% t*% i"""*, etc. comme 
il vient d'être dit, on calcule sucôessivement les amplitudes ^% ^"^y 
^•"^^ etc. par les formules 

tang ( ^^^ — ^ ) = i tang ^ 
tang (^''^ — . (p* ) = *• tang ^* 

tang <(?«•*»— (p**^) = i^'tang (p^* ' 
etc. 

Alors on aura une suite infinie de fonctions F C^j^)> ^ (^>f*)f 
F (c*% ç***) ^ etc. liées entre elles par des rapports constans, en 
cette sorte : 
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FCc%(p«)=:i±il'F(c",<p~) 

elc. 

Lorsqu'on fait ^ s= ^ 'tt , on a ^** = 'tt , ^'** = 3^, <?••* = 4^, etc. ; 
d'où il suit quejes fonctions complètes ont entre elles ces relations 

F'(c)=:(i + c*)F»(c«) 

F» ( c^) = (ï + O F'(c'») 

^ F* (c«^) = (i -f-c«**) F» (c^*') 

etc. 

jipplication de la même loi aux fonctions elliptiques 
de la seconde espèce. 

(61). Considérons présentement les deux fonctions E ( c, ^ ) = 
/J(pA (<?, <P) , E (c, (p') :=/d(p'A (c', (p') ; si dans la seconde for- 
mule on substitue pour d^' et J\(c\ ç^) les valeurs trouvées art. 58^ 
on aura 

(a + €? E (c', (p')==r^(ccos^-f.A)» 

= :iE(c,^) — 4*F (c,^)+2csin^; 

d'où l'on voit que la fonction de première espèce F (c, 9) peut 
s'exprimer par les deux arcs d'ellipse E ( c , ^) , E ( c', ^') , puis- 
qu'on a 

A*F (c, (p) = 2E (c, (p) — (2 + :2c ) E(c', <P' ) 4- a^ sin (p. 

(6a). On a trouvé (art. i5) que l'expression de l'arc d'hyper- 
bole est 

T = A tang (p — E (c, ^) + i'F (c?, (p) ; 

si on y substitue la valeur de A^F (c, ^) , cette expression deviendra 

T= A tang(p + E(€?,(p) — 2(1 + c) E(£?', <p')4- acsîn (pj 

d'où il suit qu'un arc d'hyperbole peut toujours s'exprimer par deux 
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arcs d'ellipse ^ ce qui est le beau théorème dont Landen a eiiriclil 

la Géométrie (*). 

Nous avons déjà appelé G (<p) la di^Eéremce entre Tare d'hyper^ 
bote T et sa tangente A tang^^ terminée à la perpendiculaire abaissée 
du centre ; cette différence s'exprim« donc en général par deux arcs 
d'ellipse , de sorte qu'on a 

G (<p) = 3 ( 1.+^) E (c\ (p') — E (c , ^ )-— ac sia (p ; 

et en particulier lorsqu'on fait ^ = ^«Tf , on a pour F^xpression de 
la différence entre l'asymptote et la courbe^ 

G^ — 2 (ï +c) E (c\ ?') — E* (c) ~ 2c. 

Mais puisque ^ = | 'TT , on a sîn ( 2^'— ^ ^) = c sin ^ ss c ^ ou 

cos 2(p' = — t? , ce qui donne sin* ç^ = --^t-f = ' ; donc l'arc 

E (c', ^') est celui qui se mesure par la moitié de E* (c)^ et on a 
E'(c?',(p') = jE*(c') + ^(i — ô'). Sub3tiluant cette valeur dans 
celle de G*, il viendra 

donc la transcendante G' est >égale à la différence des -deux quarM 
d'ellipse qui ont pour demi-axes , l'un i+cçt i— c, l'autre 

i et \/(i — c^). 

(63). La valeur de F trouvée n"* 61 ^ est l'intégrale de forme 
particulière qui satisfaiit aux équations différentielles (e') de l'ar- 
ticle 43 f ^^^^ allons ea dédoir e 4e nouvelles propriétés des 
fonctions £, 

Considérons une suite infinie de fonctions E(€?,^),E{c^, ip'), 
E ( c', ^' ) , etc. formées d'après la même loi que les fonctions do 
première espèce F ( c , ^ ) , F ( ^', ^') , F (c'', ^') , etc. j on aur* 
d'abord les deux équations 

ii*F(c.,^)ç=E(^,f) — (i-f.c)E(c',4>')-f-^sin^ 
ii'«F(c',(pO=:E(c',(p')~(i+cOE(c^O+p'3În(p', 



(») On déduirait aisément des mêmes formules que tout arc d'ellipse peut 
•'exprimer par deux arcs dliypci^bole. 
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maïs on a de plus F (c', (p')= ^ F(c, (p) ; éliminant donc de 

ces trois équations les fonctions de première espèce , on aura entre 
les trois fonctions consécutives de seconde espèce E(o, ç), E(c', ç'), 
E (c'j ^) , cette équation 

4-. 1 A' (ir-*') sîn <p — ^c' ôîn (p', 

équation qui peut être considérée comme une sorte dinlégrale partîcu- 

lière d^ Féquation différeatielle du second ordi'eo=(i+<:*) -j-r4-«*<^- 
donnée art. ^5. 

La même équation peut être appliquée à trois ellipses consécu- 
tives, prises non-seulement dans la suite infinie E (c, ^) , E(c?', ç') , 
E (c'y ^') , E (c% ^''} , etc. , mais en général dans la suite double- 
ment infinie 

-, . . .E(^,(p'), E(c', (p'),E(o, <p),E(o% r),^Cc^% rO>- • . • 

dont les extrêmes sont, dune part, l'ellipse qui a pour excjpntricité i 
et qui se réduit à son grand axe; d'autre part, l'ellipse qui a pour 
excentricité o et qui se confond avec le cercle : il en résulte 
donc que par la rectification indéfinie de deux ellipses de celte 
suite, on obtient la rectification indéfinie de toutes les autres. 

La formule générale se simplifie lorsqu'il s'agit de la rectification 
définie de ces ellipses. En effet si on fait ^' =^'7r, on aura ^^=:7r 
et (p = a TT , ce qui donnera E ( <î^, <f>') r=E' (e?*), E (c', (p') = 2E* (c') , 
E(c, ^) = 4E* (c); donc on aura entre les trois quarts d'ellipse 
E* (c) , E* (c') , E^ (c") , cette équation 

o = *'(i+*OE' (0— (2+*0 E' (O + (i+rO E^(c'). 

On aura une équation semblable entre trois termes consécutifs 
quelconques pris dans la série générale des ellipses. Ainsi la cir- 
conférence d'une ellipse proposée pourra toujours se déterminer 
exactement par les circonférences de deux ellipses , aussi peu dif- 
férentes de la ligne droite qu'on voudra , en prolongeant les séries 
dans un sens, ou aussi peu difierentes du cercle qu'on voudra, eu 
prolongeant les séries dans l'autre sens. 
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Dans ce dernier cas , il faudrait £iire usage des équations 
successives 

o = (i+c-°) E* (c^) — (2+4''*) E» (c«*) + i^* (!+*•«) E' (c^**") 
etc., 

qu'on prolongerait aussi loin qu'on aurait cru devoir prolonger la 
suite des modules c , c% c?**', etc. 

La détermination exacte et absolue dont on vient de parler peut 
être regardée comme un théorème fort remarquable dans la théorie 
dès transcendantes ; mais si on a seulement pour but d'obtenir des 
approximations ^ on y parviendra plus facilement par la méthode que 
nous donnerons ci-après. 

(64). Nous avons trouvé (art. 4' ) que les deux fonctions E' (c) , 
F* (c) , tant pour le module c= sin i5% que pour son complément 
c = sin 75*, peuvent se déterminer par 1 une des quatrç fonctions 
supposée connue. Donc les deux séries d'ellipses formées ^ l'une 

d'après le module c = sin i5^ = \/ C^Ï ) i l'autre d'après le 
module c =^ sin 75** :;= \/ ( X ) 7 s^^' telles, que connaissant la 

circonférence d'une seule de ces ellipses, on pourra trouver la 
circonférence de toutes les autres. Il en est de même des deux 
suites de fonctions de première espèce F* (c) formées d'après les 
mêmes modules , et un seul terme connu dans ces quatre séries , 
suffira pour faire connaître tous les autres. 

Nous avons également trouvé (art» i2)que lorsque c=;=5in45*i=v^ï, 
les fonctions F* (c), E* (c) peuvent se déterminer Tune par l'autre; 
mais F* (c) se détermine généralement par les deux quantités E'(r), 
E* (c')j ou par les deux E*(c) , E' (C") , car d'après nos formules oa 
trouve aisément 

*F«(c) = -^E«(c) + (i+i)E'(^). 

Donc en général toutes les ellipses qui composent la série formée 
d'après le module c = sin 45% sont telles , que la circonférence 
de l'une d'elles étant connue , on pourra déterminer ceDe de tpuies 
les autres. 

A 
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A ces trois cas généraux on peut en joindre un quatrième. 

Supposons quW ait b =^* = -^ , ce qui donne A = — i + v^a ; 

et£?*=— a+a/a, on aura F' (i)=:F«(c-)=^F'(^)=^F'(c), 

E' (i)=E' (€?•)• Substituant ces valeurs dans la formule (d)^ on aura 

^ = F- ic) [E' (.)+ v/aE- (c^ - F'(.)]. 

Mais on a d'ailleurs bY'{c)—{i +*) E* (c?^ ) — Ev( c ) ; ainsi on 
pourra déterminer E* (c) par E' (c"*), et eu général dans la suite 
d'ellipses^ formée d'après le module cz=: \/(j2\/ :i — 3), la circon- 
férence d'une seule eUipse étant connue^ on pourra déterminer 
celle dé toutes les autres. 

Méthodç ^approximation appliquée aux fonctions elliptiques 

de la première espèce. 

(65). Etant proposée la fonction F (c , ç) dont on reut avoir une 
valeur approchée, on calculera les modules décroissans c*, c**, c***, etc. 
et les amplitudes croissantes ^% ^""""y 9''*% etc. par les formules de 
l'art 60; on aura ainsi successivement 






= 1±£ . i±£! . i±£!! F Ce-, «•••) 

a a a V. >T^ i/ 

etc. 

Mais lorsque c est devenu très-petit , on a A = i et y ^ = ^. Soit 

donc * la limite des angles v^**, ^^••j î^ ^•''% etc. , limite qu'ils attein- 
dront toujours sensiblement au bout d'un certain nombre de termes^ 
et on aura la fonction demandée 

F(c, (p)=:*(i +£?•)(! +c*0 (i +c**»**),etc. 

Lorsque ^s=^-7r, la limite * sera pareillement jtt, de sorte 

1% 
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^'on aura 

Le produit constant (i -f-c* )(ïH-c**) (i + ^'**)> etc. que nous 
représenterons par K, peut aussi s'exprimer de cette manière : 






.000 



^37- > etc.; 



et sous cette forme il est aisé à calculer par logarithmes. R étant 
connu^ ou auraF(e?, ç) =K* et F' (c) = K.-. 

Pour faciliter le calcul des modules décroissans^ on déterminera 
un angle auxiliaire fi par l'équation sinfc=c^ ce qui donnera 
b = cos/t et c* =tang* i fA. Faisant de même c*' = tang* j/t=sinft% 
ce qui déterminera un nouvel angle ft*, on aura c** = tang* 7 ;<.•*, et 
ainsi de suite. 

Lorsqu'on sera parvenu à un c fort petit , on pourra , pour éviter 
les angle» trop petits ^ calculer le terme suivant C* par la formule 

dont le premier ou tout au plus les deux premiers termes suffiront. 

Quant au calcul des angles ^y (p'^^y etc. ^nous n'avons rien à ajouter 
à la simplicité de la formule tang (?"*— ^) =6 tang ^, qui est très- 
propre au calcul trigonométrique. Nous rappellerons seulement y 
ce qui a été dit art. 60 , que l'angle (p"*— ? est presque égal à p 
lorsque c est très-petit , et qu'en général sa différence avec ^ est 
moindre que l'angle qui a pour sinus c. Il faut donc prendre pour 
l'angle ^•-— ^^ non pas toujours le plus petit angle que donnent 
les tables des sinus, mais celui qui aj^proche beaucoup de ^^ et qui 
peut être de plusieurs circonférences. 

EXEMPLE. 

(66). Oit demande la valeur de la fonction F(c,^), lorsque 
cteiv/(2 + V^3) = sin75* et tang (? = y/(^). 
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Voici d'abord un tableau qui offre le calcul des modules et de 
leurs complëmens : 

Pâleurs des c et b. Leurs logarithmes. 

c = sîn 75* o' o' 00 9-9849438 

b = cos yS. 0. o.oo 9*4^^99^^ 

ftang* 07.50. 0.00) ^ ^ 

^' ={sia 36. 4.16.47} 9.7699610 

i« = COS 56. 4* 16.47 •• 9.9075648 

^ ^ftang.18. . 8..35| 5333^ 

(sin 6. 5. 9.58 J ^ 

3**=: cos 6. 5. 9.58 ♦... 9.997545a 

^'^ftang. 5. ..54.69| 

(sm o. 9.43 •90J ^ 

^•••ss cos o. 9.43*90 9.999998a 

^oooo_ 1 (cr«oo)» + elc 4.3002761 

i***** 0.0000000 

Ces logarithmes donneront aisément la valeur de K., pour laquelle 
il suffira d'employer quatre facteurs. On aura ainsi logKsso. a46o56i 

€tli= 1-7633037. De là résulte d'abord F» =-K 5= a. 7680651 ; 

on trouvera ensuite parle calcid des amplitudes^ 



(p = 470 y5o'94 
^« s= 62.36. 5.10 

p- = 119.55.47.67 

Les autres valeurs de (p augmenteraient en raison double; d^oii fl 
suit que la limite des angles ^> ^ > -j > ^^^* ^st 5o* ou g ; donc on 

a F (c, ^) = K. g = 0.9326877, ce qui s'accorde arec la valeur 
trouvée art. 28. 

Remarquons que puisque la limite *=5o'= ^ .- , on a F= jF' j 

et en effet cette égalité a rigoureusement lieu d'après la valeur 
que nous avojis prise pour tang ^. Voyez l'article 24* 
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(67). Etant donnée la valeur de l'atnpHtude (p , on Tôît qa'fl est 
facile de trouver la fonction F avec toute l'exactitude nécessaire ; 
réciproquement il peut être utile de déterminer Famplitude en sup- 
posant connue la valeur de la fonction F. Pour cet eflet, il faudra 
calculer les termes de la série c% c^', etc. jusqu^à un terme assez 
petit pour être négligé. Soit, par exemple, ce terme c-''«% ou pour 
abréger c^^ ; puisqu'on a (f-5_ 2^o4_ ^os sin*(p^-^+ etc., ,on aura 
d'une manière suffisamment exacte (p^« = 2^^^ et à plus forte raisoa 
^o8_2^o5^ etc. Donclaltmite des angles <Pyif% ^^'%eic.ser^^(p^*: 
celte limite a été désignée par «, ainsi on aura <p"^= 16*. D'ail- 
leurs la valeur de F étant donnée , on connaît « par Féquation 
* = - ; donc on connaîtra aussi (p^^ = 16*. Cela posé , on calcu- 
lera successivement les valeurs de r'% ^'% ^%?>> ^u moyen des 

équations 

sin (2^5— Ç^O = c^'^sin <p** 

sin (2(p^*— r^) = c^^sin r\ 

sin (2(p* — ^") = c**sin (p^* 

sin (2(p — (p^ ) = c^ sin ^% 

et on aura l'amplitude cherchée ^. 

Cette méthode s'applique particulièrement à ïa résolution de 
l'équation F(4)=/»F ((p), quel que soh ». Etant donné ?, on 
connaîtra F((p) et nP(<p) , ou F (4); ensuite de F (4), on déduira 
l'amplitude 4, comme on vient de l'expliquer. Ce moyen n'exigera 
jamais qu'un petit nombre d'opérations, à moins que i — c ne soit 
d'une petitesse excessive ; au lieu que si n était un peu grand ou 
seulement fractionnaire , les méthodes algébriques que nous avons 
données pour déterminer (p. d'après l'équation F(^.)=:»F(^) 
deviendraient très-longues ou même impraticables. 

(68). La méthode que nous venons d'exposer est en général Irès- 
expéditive ; elle exigera seulement qu'on calcule quelques termes 
de plus , tant dans la suite des modules que dans celle des ampli- 
tudes , lorsque c sera extrêmement près de l'unité ; mais on peut 
s'assurer que ce nombre de termes ne sera jamais bien considé- 
rable , car dans l'hypothèse où on devrait continuer la. suite c, c*, 
C^j etc. jusqu'au dixième terme pour que ce terme fù4 d'une unité 
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âécitnale du dixième ordre , il faudrait que la valeur primitive de 
h fût plus petite que 10""*', et par conséquent que celle de i — c 
fût plus petite que lo"^^. 

L'universalité de la méthode est suffisamment établie par cette 
observation ; cependant lorsque \ — c est extrêmement petit , on 
peut profiter de cette circonstance pour simplifier les calculs ^ et 
procéder d'une autre manière aux approximations. 

Dans le cas dont il s'agit y la quaptité h est très-petite y et comme 

on a F = /^(eos'(^+&-sin-<p) > " l'an^plitude (p est teUe que tangç> 
soit beaucoup plus petite que t ^ on aura d'une manière suffisam- 
ment approchée 

Si tang^ est plus grande que v y il faudra transformer la for- 
mule proposée F(cy ^) en une autre où h soit beaucoup plus 
petit, afin que dans la transformée h tang ^ devienne une quantité 
négligeable. C'est ce qu'il est facile d'obtenir en calculant jusqu'au 
terme convenable les modules croissans d y c'^ etc. et les amplitudes 
^', ^% etc. , par les formules de l'article Sg, 

Soit pour cet effet & = sin A^ on aura V = tang* 7 Âf soit de nou- 
veau A' = tang* 7 A=sin X', on aura *^ = tang*7X', et ainsi de 

suite jusqu'à un terme b^ qui ait le degré de petitesse exigé; on 
calculera ensuite les amplitudes ^, (p'y ç^, (p', etc., jusqu'à un terme 

^ qui corresponde à la dernière valeur de £; et ce terme étant 
nonuné ^^ si l'on fait 

on aura 

F(^,(p) = K'logtang<45^ + i*'). 

Cette valeur sera exacte si on prolonge à l'infini les facteurs dont est 
composé Vk!y et la suite dont O' est le dernier ternile; mais au bout 
d'un assez petit nombre de termes y on obtiendra en général tout le 
degré d'approximation qu'on peut désirer. On aurait en même temps 
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pour la fotiction complète F'(c)^ soit la valeur donnée parla formule 

précédente en calculant l'angle <b' par le moyen de f ;=: 90% soit 

la valeur F' (c) = R' .-^log 4. 



EXEMPLE. 



(69). Soîl comme ci-dessus c = sîn 75*, tang tp = \/C^^i c® 

cas est peu favorable à lapplication de la méthode précédente^ parce 
que b n'est pas une quantité très-petit€. 

On calculera d abord les modules croissans c\ c% c% etc.^ et leurs 
complémens b\ b'y b'y etc., comme il suit: 

yaUurs des h et c. Leurs logarithmes. 

b=: sin i5' o' 0*00 9.41:29963 

es cos i5. 0» o.oo... 9.98494^ 

y^ftang- 7-5o. o.ooj 8.258858a 

l^sm o. 59. 55. 24 j 

c' 9.9999548 

^,^ftang- 0.09.47.621 3.8757219 

(sm o. o.etc. J 

c' « • ^ o.ooooooo 

b'^ab'y 1.1495858 

c^ o .ooooooo* 

Ensuite le calcul des amplitudes ^'j ^'y etc. donne les résultats 
suivans ; 

(p = 4f y 50^95 , 3(p'— (p = 45* 
^' z^ 46.1.45.475 
^* = 46.1 • 29*41 

^''sis 46.1 .29. 4x* 

La valeur du facteur K^ se réduit dans cet exemple à t/- , ainsi 

on a log K'=: 0*0074955; et comme on a trouvé ^'=s46''i'29'4i 9 
on aura 

F (<P) == R' log tang 68* o' 44^705. 
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Ce log-taxigente pris dans les Tables y et multiplié ensuite par le 
module pour en faire un logarithme hyperbolique, donnera 

logï' = 9>965o547, 

ou F = 0.9^26877 , comme on l'a déjà trouvé n"* 66. 

Si dans le même exemple on veut avoir la valeur de la fonction 
complète y il faudra faire (p = 90% et calculer successivement les 
valeurs de ^\ (p", etc. , ce qui donnera 

(p'= 82*5o'o'oo 
<p'=z 82.:28.3.84 

<p s=s (p . 

Donc la limite *' =: 8a^ 28' 2' 84 , et ainsi la fonction complète 
F* =: R' log tang 86» i4' 1' 42 , 

ou logF'=o. 44^*761 y ce qui s'accorde avec la valeur trouvée n**66. 

Nous remarquerons que dans cet exemple il a été nécessaire de 
recourir à un moyen particulier pour déterminer avec la précision 
convenable, l'amplitude f' qui se confond sensiblement avec la 
limite *'. L'équation sin (2^'—- ^' ) = c' sin ^', la plus directe pour 
déterminer ^^, n'est pas propre à donner bien exactement les firac-- 
tions de seconde contenues dans ^', parce que ces fractions influent 
très-peu stu: le sinus d'un angle de 82% trop rapproché de l'angle 
droit. Dans ce cas^ et dans tous les semblables qui peuvent se ren* 
contrer y on déterminera (p* beaucoup plus exactement au moyen de 
l'équation tang (^' — ^') = i* tang ^', ou ^'— -. <p^ == Ri' tang (p", 
R étant le nombre de secondes contenues dans le rayon : pour cela y 
il faudra mettre dans le second membre p^ au lieu de ^*y ce qui 
donnera une première valeur approchée de ^'— ^ ^'y et par conséquent 
une de ^'. Substituant de nouveau cette valeur à la place de ^' 
dans le second membre, on aura une seconde valeur de ^' — 9' 
qui devra être approchée au moins jusqu'aux centièmes de seconde. 

Dans l'exemple dont il s'agit, on fera donc d'abord Ç)' — ç" z=: 
Kb" tang 82^50', ce qui donnera^'— <p'= 1^57' 68 et (?'=: 82*28^32. 
Substituant de nouveau cette valeur au lieu de ^', on aura plus 
exactement (p' ~ (p" = Rè" tang 82*^ 2S' 2". 32 = i' Sj' 167 , d'où 
<p'= 82*28'2'835. 
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(70). On voit maintenant qu'il y a deux métliodes pour détérmi^ 
ner*Ia valeur approchée d'une fonction de première espèce F(c, ^) 
dont le module et l'amplitude sont connus. Si c est plus petit que 
|/y ou sin 4^% il conviendra de se servir de la méthode du n"* 65 , 
suivant laquelle calculant les modules décroissans c**, c*% <?•**% etc. 
et les amplitudes croissantes ç% ^'^ (p^'^'^y etc. , on obtient la formule 
F(c,(p) = K<&. 

Si le module c est plus grand que sin 4^"", il conviendra de se 
servir de la méthode du n"" 68 ^ qui consiste à calculer les modules 
croissans c'y c', c'y etc., et les amplitudes décroissantes ^', ^', ^'y etc., 
d'où l'on conclut F (c, <p ) =K' log tang (45*+ \ «'). 

Ces deux méthodes s'étendent à volonté l'une et l'autre au-delà 
de la limite que nous avons fixée. Mais pour diminuer autant qu'il 
est possible le nombre des transformées , il est bon de s'en tenir à 
celle limite, et de cette manière on n'aura jamais besoin de calculer 
plus de trois termes tant de la séri« des modules que de celle des 
amplitudes y pour obtenir un résultat approché jusqu'au septième 
rang de décimales. 

U est fort remarquable que la fonction F puisse toujours s'exprimer 
à volonté par un arc de cercle ou par un logarithme ; mais on voit 
qu'elle se rapproche davantage des arcs de cercle si on a ^* < 7 , et 
qu'elle a plus d'affinité arec les logarithmes , si on a c' >• 7. 

V 

(71). Nous avons fait voir dans l'article 67 comment on déter* 
mine l'amplitude ^ qui répond à une valeur donnée de la fonction 
^(^> ^)* La méthode exposée dans cet article, à toute la perfection 
qu'on peut désirer lorsque c* est < ^ , et elle peut s'appliquer avec 
succès lorsque c* s'approche beaucoup plus de l'unité. Cependant 
si l'on veut que le nombre des transformées soit le plus petit pos* 
sible y il faudra^ lorsque c^ sera > 7, appliquer la méthode d approxi- 
mation de l'article 68. 

Pour cela on commencera par calculer la suite c\ c'y c'y etc. 
jusqu'à un terme qui ne diffère pas sensiblement de l'unité. Cette 
limité est c' ou même c^, lorsqu'on ne veut pas pousser l'exactitude 

au-delà de six ou sept décimales. De là on tirera K'===\/(--— 7— ) *• 

/ • • F 

IM étant connu ^ on connaîtra log tang (45^-+- ]♦')== |^. De ce 

logarithme 
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logarithme hyperbolique ou du logarithme vulgaire qui lui corres- 
pond y on tirera la valeur de l'angle <l/j limite des angles (p'y ^% 
ç>', etc. Si on s*est arrêté à c' en négligeant la différence i — c*, 
alors ^' pourra être pris pour la limite ^\ Connaissant ^', on re-> 
montera successivement aux valeurs de p'y ^\ ^ par les équations 

tang ((p' — (p*) = i'tang (p* 
tang ((p'— (p*) = V Ung (p' 
tang(<p— ^') = 4'tang^'; 

on connaîtra donc Tamplitude cherchée ^. 

On peut par ces méthodes déterminer la fonction F en connais-* 
fant son amplitude, ou réciproquement^ déterminer l'amplitude en 
connaissant la fonction ; de manière qu'il suffira de calculer quatre 
à cinq termes au plus de la série des modules, et un pareil nombre 
de termes de la série des amplitudes, pour avoir dix décimales 
exactes, si les Tables dont on fait usage sont à dix décimales. Si 
elles en avaient vingt, il suffirait de calculer un terme de plus dans 
les séries mentionnées pour avoir des résultats exacts jusqu^à la 
vingtième décimale, et ainsi de suite. 

Propriétés -particulières des fonctions F{q) , i^(b), dont les 
modules sont complémens Vun de Vautre. 

(72). Nous avons vu qu'en prolongeant la suite indéfinie des 
modules dérivés d'un module donné c, tant dans le sens où ils 
convergent vers la limite o, que dans le sens où ils convergent 
vers la limite i , on a pour les fonctions indéfinies et pour les fono* 
tipns définies , ces deux suites d'équations 

F (c,ç) = 1±^ F (c% ri ^ F'(c)=(i+c«)F'(c^) 

F (c,ç) =-i±^. i±^ F ( c~ r) F'(c)=(i+cf)(i+0 F»(c-) 



i3 



etc, etc« 
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^ l-j-C 1 + C 1+c" ^ ' ^ -^ ^' 1-f-c 1+c' l+C* ^ '^ 

etc. etc. 

Mettons dans ces dernières foRTinules -C , B^ C^ B^^ etc. au lieu de 
c^ 6y c'y Vy nous aurofis d'abord 

Supposons ensuite qu'on ait C = £ 9 et par suite Bsss^?^ <m ^ura 
C':== ^;^rîs-2^-j==:5^^ par conséquent ft'ir:^'; de même on 
aurait dans les transformées suivantes Cs^ô^ B*=s ç~*, C'sssA^'% 
B'czsc*'^^ etc. Mais on «a cfii «aènie temps Féqaatîoii «f'zâsi^ qid 

^^«''^ TTC = r+ï = -r- ' rrc' = 7TF = -ÏÏ-' «^*^* ^°°'^ 

la seconde série d'e'quations transSiérëe aa modul» comjdénnntaire 
donnera 

F(i,^) = (i4.c-)(i+c»») F (i~, O F'(i) =i±£ .i±^ F- (A~) 

F(6,^) = (i+É*X»-H^)(>-f-OF(8-», O F'(fi) = .i±î^.i±^.ii^Ft«n 
etc. etc. 

Or à mesure que^d^devieM plm gtvnd ^<on & de plus en pkis «ïcac* 

tement F (*', (p') = log tang ( 45^ -f- 1 (f) et PC*0 =îog f p^ ; donc 
on aura par une approximation toujours croissante.^ 

F(i,rt=(i-H:0 log tang (45^+^*0 F>(ft)=i=^lo64 

s c 

FC&,*)=(i+0(i-H~)(»+01o6taiig (45«+ JO F'(i)=i±^ .i±^.ii^log^ 
etc. etc.' 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. gg 

La première série iTéqnatkms domie sembiablement^ pour le module 
c, les formules d'approximation 



n',*>='-^r 


P(0*=(i+OÎ 


FCcrt-T-'r»- 


FV> = (i-+^)(i+Oj 


rcrt.'t'-.'r'T»^ 


F'CO^O-HOCi-K-Ki- 


etc. 


etc. 



n y a diverses conséquences à tirer de ces formules. 

(75). Dans le cas de * = <:=v/^, où Ton a <<=i%A'=:cV 
<?*jaB &*^V*' =» <?'?> «te., ces formules offrent pour U même foncr- 
tion F (c, ç) deux séries de valeurs qui étant comparées tecme k 
tenocL^ doiment 

F(c«>, r )=4F(c%f') F'(c-) = iF'(0 

F (c^, ^«»o) = 8F (c*, O F«(c<^) = i F*(c*) 

etc. etc. 

Ces formules ont lieu rigoureusement : les suivantes n'ont lieu 
que d'une manière approchée , mais Tapproximatton est toujours 
croissante : 

\r = log tapg (45^+ i»') ? = 1 loç i 

i^= log tang M5-+ 1 5 = i log ^ 

eto. etc« 

11 résulte de là que si la série ^ > ^ * 4 ' 8 * ^*^' * P^**^ limite * , 
et que dans le sens contraire la série ^ y ^\ ^"y p^y etc. ait pour 
limite 0% on aura exactement (dans [l'hypothèse du module 
c=sin 4^"*)^ 

• = log tang (45«+ 1 «" ). 
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. j oo PREMIÈRE partie: 

^Si on fait en particulier ^ = ~ -tt , on trouvera successivement 

^' = 67*30' o^'oo 
^' = 66. 30.54. 56 
^•= 66.30.47.74 

Ainsi la limite <b'y autant qu'elle peut être déterminée avec une table 
à sept décimales, est 66* 3o' 47*74 > ^^^ ^^ résulte 



w 



:log tang 78^ i5' 35'' 87 ; 



ce qui est en effet une valeur fort approchée de - . On pourrait aug-« 

menter indéfiniment le degré d'approximation en calculant la limite 
j9>' par des tables plus étendue^. 

Mais il résulte de l'autre série d'équations un moyen encore phis 
facile d'avoir la valeur logarithmique. du nombre ^ , puisqu'on voit 
que ce nombre est égal à la limite vers laquelle convergent rapide- 
ment les termes successifs 

log^, îlog^, :îlog^, etc. 

Pour savoir jusqu'à quel point chaque terme de cette suite approche 
de la vraie valeur de ^tT ^ je désigne par c" le n""' terme de la suite 
£?% c"% etc. , et j'appelle x la valeur approchée de 'Tf donnée par ce 

terme , ensof te qu^on aura x = ^^ log ^. Je suppose ensuite que 

pour le ternie c""^*, la quantité x devienne, jt— », on aura 

X — û» = -ij log -^. Mais suivant l'article 65 , on a c""^'=:=^ (^)* 

+^ (^")S donc pir = (^) [ i — t ( ^ )* ] , et par conséquent 
log ^ = :» log (^) — ac--^' ; donc 

et ainsi « 5= jizr ^t*. Mais puisqu'on a d'une manière trés-ap- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES; ici 

prochée '^t = -^ log-;||:7-^ îl s'ensuit c""^' =4e— ^■''•; donc û>5= :j'— "^^a'*, 
cl log » =— (/» — 5) log 2 -^ a'-TT , ou en logarithmes vulgaires , 

logâ»:=: — (tï — 3) log 2 — 2"-' (10.915). 
Lorsque /t= 5^ celte formule donne log â»:±=— 'lO.giS; ainsi le 
troisième terme ^ log -^ donne déjà ^la valeur de ^ exacte jusqu'à 
dix décimales. 

Lorsque /i =4 > on a log â» = ~-32.i5i; ainsi le quatrième terme 
donne 23 décimales exactes^ le cinquième en donne 44 9^^ sixième 

S89 et le septième lyS. D'où l'on voit que ^ log ^ est une valeur 

beaucoup plus approchée de ^ que celle qu'a donnée Wéga avec 
140 décimales; Quant à la valeur de c""^, elle se déduit successive^ 
ment de celle de c ^ par de simples extractions de racines quarrées ' 
puisque d'un mo^ule.c on passe • au module suivant c% par le moyen 

de la formule o^ = 'T )^.^ - ~!ll 

(74). Supposons maintenant que les deux fonctions complètes 
F'(i),F'(c) soient entre elles dans un rapport connu ^ ensorte 
qu'on ait F*(A) = /nF'(c), il suit des formules du n^ 72, qu'on aura ^ 
!•, Ç = log tang (45^+1*') , ^ étant la limite des angles (?', (p% 

<p*, etc. calculés en supposant (p = 1^; c'est-à-dire que — sera 
la limite de la suite 

logtang(45^-hi0Or logtang(45«4.i(p'), log tang (450+^^-), etc. { 
2\ que ^ sera également la limite de la suite 

ilog?. i^^S^^ iJog^, etc. 

Le cas de 4 = c est compris dans ces formules en supposant /» == 1 * 
mais il y a d'autres cas où l'on peut en faire lappHcation. ' 

Ainsi nous avons trouvé que lorsque c=sini 5% on a F'C*) = 
V5F'(c). Donc en calculant la suite c% c-, etc. d'après le module 
c=:siû i5*5=:i ï/(2— v^5), on voit que ^ sera égal à la limite 
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icû PKEMmaE PiATOE. 

de la swte 

îlûg|^ il9sé^.t ilog^i «te-i 

le premier terme donnerait 'tt = -2= leg - — ^-57= 5. »4ï656, valeur 

qui ne diiFère de la vérita&l^ que dana la cinquièœQ décimale. 

Nous verrons ci^près qu'en liîsant c:sssiBctj et étant déterminé 
par réquation sin 20L = tang* i5% on a F* (A) = 5F*(c)} ainsi ea caV 
culaot ûsuile des modules <;% c''^ etc. d'après I4 valeur ^=;=;.&ia a, 

on aum — «ss^ log -^, ^ leg -—^ efe. ; et par le prefnier tanme de 

cettesuite , on ohlient ir= 5. i4i%^^^^7 > rerreurn'étwitqae d'une 
unité décimale du huitièaobe ordre; d'où Ï<M peut couclure qu'au 
cinquième terme ^ l'appro^mualîoa équivaudnHk à ;a3 4écijQ»ales 
eBviroo« 
Enfin noua avens vu qrfe» prenant S^ss: V**— t , asa |/(>\/2— ^), 

les fonctions F'(c) , F»(A) sont telles qu'où a F* (c) = \/*F'.(*>î *anft 

î 

ce cas, on ferait /w= -y- , et les formules précédentes offriront une 
nouvelle application en donnant la vajkur approotiée de -^^ 

Méthode d'appra^îmation appUqu4à atup Jonctiom eltip^ 
tiquer de la faconde espèce^ 

(yS). Considérons généralement une fonction G composée de la 
première et de h seconde espècç , ensorte qu'où ait 

G=/(A + Bsin*^)^; 

Si on y substitue les valeurs sin» ^ = ^ (i -f- c*sih»^*— A^cos ^•) , 
rr =5 -— ^ • -To > ^^ *ï*ra la transformée 
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DES FONCTIOISS ELLIPTIQUES. 'k)5 

On trouvera ensuite par de semblaUes^anBfionaatîonSy 

etc. 

Ainsi la fiMtnnle intégrale G se ramène âui:^cessivenient aux inté-- 
^ales MmblaUes G% G''% 0""% elc.^ ci une ^seule de ces intégrales 
6uffii p<Hir déterminer toutes los autres. 

' Supposons ipie >cetie suîle sait prolongée j«s<{a a un terme G^ 
assez éloigne pour «que le module ^correspondant ^«>tt de l'ordre 
desquartîtés qu'on veut négUgerjialarst» aura A^r= t ^ etla valenr 

de g'* se réduit d'abord à/( A'*+B^ sîn'lp^ d(p^; observons ensuite 
qu'on a B'* = i Bc% B'° = i B*c*°= ^ Bc*»c*^% B°"* =| BcVc^^, etc. j 
donc la suite B% B*% 6"***% etc. décroît plus rapidement que la suite 
^% 0**% 0***% etc. Donc on peut faire , après un certain nombre de 

termes y B^acro , ce qui dottnera G'*=ss A'* ^^ s= A'*a^«, * étant 
la limite des angles ^ , -J (p**, i'^''% ^tc. 

A l'égard de A'*, puisqu'on a A^= A + i B, A*^ = A'+i B% 

etc. , r«xpreasion générale de A^ sera 

A =A + iB(^i ^-- + — ^ -_^etc.^, 

Maintenant 41 est «aisé de voir que la valeur de G, déterminée par 
celle de G , est composée de deux parties; l'une KA^*, K dési- 
gnant le produit (i+c""^ (i-f<**OX*+*'*''")j etc., l'autre algébrique ou 
périodique , savoir : 

Mais comme on a i + c' =s --^ , i -f- c^« = îi-^ . etc. , cette 

' , c . c . 

seconde partie peut se mettre s6us la «forme 

-? (i^ sin r+^siti r-+ etc.). 
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io4 PREMIERE PARTIE. 

Donc la valeur totale de G sera. 

G=KA''^--? (^°sin r+^sin^"+i::^siar"+ctc.). 

Dans le cas où ^ = | <3f , la partie, algébrique disparaît ^ et on a 

simplement G* = KA . 7 'tt . 

Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes 
si on a c*< ^ , et alors trois termes suffisent pour donner la valeur 
de G approchée y jusqu^à sept décimales environ. Les mêmes for- 
mules pourront être employées avec avantage y quand même le 
module c serait beaucoup plus près de Funité ; car si on avait y par 
exemple^ c?==o.985,il en résulterait à peu près c*= 4/i;d'oii 
Ton voit qu'il n'y aurait qu'un terme de plus à calculer , c'est-à- 
dire quatre termes en tout^ pour avoir la valeur de G avec le même 
degré d'approximation. 

Mais si c est beaucoup plus près de l'unité, ou si ayant c*> -J^, 
on veut obtenir un même degré d'approximation avec le moindre 
nombre possible de transformées y alors il conviendra de se servir 
de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas , 
pour les fonctions de la première espèce. 

(76). Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse 
la série des transformées. Ainsi l'équation entre G et <^'' qui 
donne 

^• = r:|:^G+iBsin(p% 

s'applique semblablement aux deux fonctions G et G'^ et on en 
déduit 

équation oîi Ton doit supposer G' = /( A- -f- B'sîn* ^') ■£> * 

A = A — iB',B' 
^ées ultérieures y 



A' = A — X B', B' == — . On aura semblablement par des transfor*- 



G" = -^ G''' + \ B'^'sinf' 

etc. ' 

Mais 
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DÈS FONCTIONS ELLIPTIQUES. ïo5 

Mais lorsque la suite G'^ G% etc. sera prolongée jusqu'à un terme 
suffisamment éloigné G^, on pourra faire £/* = i , A^ = cos ^'*, 

et alors la fonction G'* deviendra /(A^+B^sin*^^)—^ — > ce qui 
donnera en intégrant^ 

G'*= (A'^^- BO log tang (45^+ i r) — B'^sin (p^ 

et ^ sera égal alors à la limite 4>^ 

On connaîtra donc la valeur de G avec toute l'exactitude qu'on 
peut désirer^ en prolongeant la suite des modules c^y c'y c*^ etc. , 
et celle de leurs complémens b'y b", Vy etc.^ jusqu'à ce que le 

dernier terme de ceux-ci b^ soit assez petit pour être négligé. 
Alors on pourra faire c^s=: i ^ et calculant un pareil nombre de termes 
de la série des amplitudes ^',^% ^*, etc. , on auria le dernier terme (^ 
qui pourra être pris pour la limite <b*. 

Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur 

de G au moyen de G'^, et observant qu'on a JX" ^^^ 77"* T3r^ 

as -jy-r, etc., on trouvera cette formule générale 

G=K'(A''+B^)logtang(45'+i<P^)-f.-^;gr^ 

On a fait comme ci-dessus VJ!:=^c^\/{ — '-^^ — J , ou simplement 

K'=i/f — '-^ 1, parce que c/* peut être pris pour l'unité. 

Quant à la valeyr de A^+ B'*, si on l'appelle L'*, on aura 



a^B ^ B aB ^^ o^^'B 

cc'c", . . d* 



^^ ' " rj^-i c ce' CÇC 



Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente ^ serait 
peu commode pour les calculs d'approximation y et il convient de 
la mettre sous une autre forme. Or , en exprimant L^ au moyen 
de L et des différences successives L' — li , V-^V, etc. , on trouve 
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io4 PREMIERE PARTIE. 

Donc la valeur totale de G sera. 

Dans le cas où ^ = | ^ , la partie, algébrique disparait ^ et on a 

simplement G* = KA . 7 -îT. 

Les suites qui composent la valeur de G seront fort convergentes 
si on a c*< 7 , et alors trois termes suffisent pour donner la valeur 
de G approchée , jusqu'à sept décimales environ. Les mêmes for- 
mules pourront être employées avec avantage ^ quand même le 
module c serait beaucoup plus près de Funité ; car si on avait y par 
exemple^ c= o.gSS, il en résulterait à peu près c*= 4/^; d'où 
Ton voit qu'il n'y aurait qu'un terme de plus à calculer , c'est-à- 
dire quatre termes en tout, pour avoir la valeur de G avec le même 
degré d'approximation. 

Mais si c est beaucoup plus près de l'unité, ou si ayant c'> |i 
on veut obtenir un même degré d'approximation avec le moindre 
nombre possible de transformées , alors il conviendra de se servir 
de la seconde méthode dont nous avons fait usage en pareil cas , 
pour les fonctions de la première espèce. 

(76). Cette méthode consiste à prolonger dans un ordre inverse 
la série des transformées. Ainsi l'équation entre G et <J' qui 
donne 

G* = j:^G+iBsin(p% 

s'applique semblablement aux deux fonctions G et G', et on eu 
déduit 

G=-J:-G^+iB'sin?), 

équation où Ton doit supposer G' = /( A- -f- B'sîn* ?') -^^ / 

A' = A — X B', B' = — . On aura semblablement par des transfor- 
mées ultérieures , 

G'= ;^G''+ iB'siuip'' 

G* = ~, G''' + i B'''sinf' 

etc. 

, Mais 
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DÈS FONCTIONS ELLIPTIQUES. io5 

Mais lorsque la suite G'^ G% etc. sera prolongée jusqu'à un terme 
suffisamment éloigné G'*, on pourra faire £/* = i , a'* = cos ^'*, 

et alors la fonction G'* deviendra /(A^-j-B'*sin'^'*)—^ — > ce qui 
donnera en intégrant^ 

0^*= (A'^^- BO log tang (45^+ i r) — B^in ^^ 

et ^ sera égal alors à la limite 4>^ 

On connaîtra donc la valeur de G avec toute l'exactitude qu'on 
peut désirer^ en prolongeant la suite des modules c\ c', c'^ etc. ^ 
et celle de leurs complémens b\ b', Vy etc.^ jusqu'à ce que le 

dernier terme de ceux-ci i'* soit assez petit pour être négligé. 
Alors on pourra faire c^= i ^ et calculant un pareil nombre de termes 
de la série des amplitudes ^'y ^% ^% etc. , on aura le dernier terme ^ 
qui pourra être pris pour la limite *'. 

Faisant donc les substitutions nécessaires pour avoir la valeur 

de G au moyen de G'^, et observant qu'on a 7373^^77^* 7X"J> 

23= — ;-7-, etc., on trouvera cette formule générale 

G= K'CA^+B^) log tang (45-+ W)-^. ^^^""S-) 

On a fait comme ci-dessus K^=c^t/ r ■■ "'^ — j , ou simplement 

K' = i/r — '-^ j j parce que c/* peut être pris pour l'unité* 

Quant à la valeyr de A^+ B'*, si on l'appelle L^, on aura 

T« . , a^B B aB 4» a^-*B 

Mais cette quantité exprimée ainsi par une suite divergente ^ serait 
peu conunode pour les calculs d'approximation y et il convient de 
la mettre sous une autre forme. Or y en exprimant LT au moyen 
de L et des différences successives L' — li , L'— L', etc. , on trouve 
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io6 PREMIÈRE PARTIE. 

aisément 

oa y ce ({ui revient au même , 

I.-=A+BH-lt^^V(^>v/(^-+/(SS)]. 

et sous cette forme la convergence de la suite est manifeste. 

On peut également rendre convergente la suite des quantités 
algébriques comprises dans la valeur de G. Pour cela^ soit 

oft déduit de Ib 

'*^'*^*^ S'tA*;— ^/(„/,.,^ K(c«/...e^') V'Ccc^.-.c^'J 

Or lorsque i** est &veiiii tris-petit , l'éqvation entre f** et f'""'^,' 
qui est tang (^ — ^■*") = *^"*"' tang ^"*"', donne à très-peu près 
^ = (p^+' + 4^+' tang<*', ou sinf^ =(i -f- 9"^ ) sia <r*'. Donc 

o^-**» sin f^»-.^^8in f^= ^|(,— A^*' ) sin ^*'. Cette quan- 
tité est de l'ordre 3'"*"'; donc on aura pour exprimer 4 (/»)> cette 
•vite très-couTergente : 

4 (m^)= C8in.(p 4- —^ (c' sin^'— ^ «in <p ) 



.—£—Çc^^,^^^.i,^y 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 107 

Cela posé , la valeur de G exprimée toute entière en suites coot- 
yergentes sera 

G^K'L" log tang(45'+i <?") - ^ 4 (/*)• 

Il ne faut pas perdre de vue que celte approximation est fondée 
dur ce que dans la valeur de G^ on a substitué cos ^ au radical 
A'* dont la vraie valeur est ^/[cos*^-f-(*'*sin<p^)»]. Cette substitu- 
tion est permise tant que V* tang (p^ est une quantité négligeable ; 
mais elle ne pourrait plus avoir lieu si t^ était assez près de 90% 
pour que b^ tang ^ cessât d'être très-petit. Supposons^ ce qui est 
le cas le plus défiivorable, qu'on ait ^^= 90'; alors il faudra pro- 
longer les suites d'un terme de plus, ou jusqu'au (At-f-i y*"' terme, 

ce qui donnera tang ^^'*' = ' , y ou ô^"*" tang tp^'^' = /(è^"^') , 

quantité dont le quarré i^"*"* est très-négligeable par rapporta l'unité, 
puisque V^ était déjà supposé négligeable. La formule s'appliquera 
donc sans aucune difficulté ; ainsi le moyen de prévenir toute 
exception , est de prendre fjt, assez grand pour que ^^"^ ne surpasse 
pas 90*,-t:ondition qui sera toujours facile à remplir» 

Pour avoir la valeur de la fonction complète G"^ on pourrait 
faire ^ :== 90"" dans la formule générale ; mais cette formule ne se 
simplifierait pas sensiblement , et elle contiendrait toujours un 
nombre de termes indéfini. Il sera plus simple, en se confor- 
mant à l'observation précédente, de faire ^~'=: 90% ce qui donne 

tang (p^=: -^, sin ^ = - ^ > et en rétrogradant, ^-*= <7r, 

(p'*'' = a'^r . . . .<p^ = !^'^^ , (p' = a'*"^^, f = ^f"^^ = a'*^' ^. On 
aura donc G Qp) = a'*"* G* j mais dans l'hypothèse que i^ est de 
Tordre des quantités négligeables, on a sin ^'^ = i -^ ^ A'*, et 

log ung (45-+ 1 = T log (J^^ = î Jog (^) i o» »««•* eu 
même temps la quantité 4^ (m) = -^gr sin ^ — -^gr =s -^ i donc 



^■G.=!^H(i:)-^», 



Digitized by 



Google 



ToS PREIVIIÈRE PARTIE; 

et enfia 

Ces formules pour déterminer tant la fonction indéfinie G que 
la fonction complète G'^ permettent de pousser Fapproiçimation 
aussi loin qu'on voudra. 11 faudra prolonger le calcul des modules 
croissans c\ c\ c"^ etc. , et celui de leurs complémens b\ V . . .V^ ^ 
jusqu'à ce que h^ appartienne à l'ordre de décimales qu'on veut 
négliger , ou soit inférieur à cet ordre. 11 faudra en même temps , s'U 
s'agit de la fonction non-complète G, ne pas donner à ^ une valeur 
plus grande que ^i^'V. On calculera alors jusqu'à la même limite 
les valeurs de K', L^ et 4 (a^)- 

(77). Pour appliquer ces formules aux arcs d'ellipse ou aux fonc- 
tions proprement dites de la seconde espèce^ Soit G=: E =/A^ osi 
aura A=i , B = — c*. ' 

Par la première méthode , l'expression de l'arc indéfini sera 

et celle da quart d'ellipse 

E'(c) = KL-. 

Dans ces formules, K représente le produit (i+c*)(i-f-c*»'')ri+cwoi 
etc., continué jusqu'à un facteur i +c^, où c^ soit de l'ordre des 
quantités négligeables. Cette même quantité peut se mettre sous la 
y. al/c® ai/c*** ai/c°**** 

forme R =__.__ ._-_.ctc.^ plus commode pour le calcul 

logarithmique. Enfin la quantité L est donnée par la suite coxw 
vergente 

~^ a "4" ""4 ^^9 

à laquelle on peut donner cette autre forme 

*^— 4C-V a "" """1 8 ' etc. j ; 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. logi 

de sorte qu'en feisant KL = M, on aurait 

Ces formules offrent les suites les plus convergentes qu'on puisse 
désirer pour la rectification de l'ellipse. Elles s'appliquent^ comme 
nous l'avons déjà dit , non-seulement à des valeurs de c plus petites 
que v^x , mais k des valeurs beaucoup plus grandes et très-rappro- 
chées de l'unité. 

]E X E M p I. c. 

(78). Soit proposé de trouver l'arc E(c, ^) lorsque csrsinyS* 

et tang (p = ^~' 

Par les valeurs déjà calculées (art. 66) , on a log Ks 0.24^^6' y 
*= 5o% ^^=6a*^56'5'. 10, ^*»*=ii9* 55'47'67, (p*»*'*5=a4o*o'o'i9, 

ensuite on trouvera 

L = o. 5888658 

^J^ sin ^* = o . S390186 



cy c^e 



9 



sin^** = 0.052287a 
4 

Sy^£ffl sin r""' = — 0;ooi5888 

-^ g sm ^•**'** =3 o. 00000 10 

La somme des parties algébriques est 0.5799180^ ainsi on a 
E (c , ^) = KL . g + o . 5799180 ; on aura en même temps la fonc-- 

tion complète E'(c) = KL. ^^ doù résulterait E(c, (p)=^E» (c) 

•4.0.5799180. Mais puisque l'arc E(c, (p) se mesure par le tiers de 
E' ( c ) , on trouvera par les formules de la trisection ( art. 57 ) 

E(c,^)=jE* (<?) H — ^^} ïe résultat précédent s'accorde par- 
faitement avec cette formule, car on a en effet zb ^•5799ï79*' 

Le même calcul donne de plus log E* (c) = 0.0519757 et E'(c) 
:=i .0764049 ; donc dans le cas proposé, l'arc E (c, ^)=o. 7587196; 
et on voit que la partie déterminée algébriquement^ forme plus de 
la moitié de l'arc. Au reste la valeur trouvée de E'(c) s accorde avec 
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celle qu'on déduirait de la formule de Farlicle 4^ y en y mettant pour 

F*(^) sa valeur ti'ouvëe art. 66. 

(79). Si le module c est assez peu différent de Tunité pour qu'on 
juge nécessaire d'appliquer la seconde méthode^ il faudra^ dans les 
formules de Fart. 76, faire Aasi, B = — c*, ce qui donnera 

Quant à la valeur de K' et à celle de la fonction -^(u) y elles ne 
dépendent point des valeurs de A et de B ; ainsi elles restent les 
mêmes que dans l'article cité. On aura donc y d après ces valeurs ^ 
la fonction indéfinie 

et la fonction complète 

=•(<') = ^loS^ + P 

Ces formules sont ce que lanalyse peut offrir de plus simple pour 
le calcul des arcs d'ellipse y lorsque le module est très-près de 
l'unité; elles supposent qu'on prenne pour fc un nombre d'unités 
assez grand pour que b^ appartienne à l'ordre de décimales qu'on 
veut négliger. 

Si on veut avoir les valeurs de E(c, ^) et de E*(c) approchées 
seulçn^ent jusqu'au septième ordre de décimales y il suffira de faire 
fi=i2 dans les formules précédentes; on aura d'abord L^ =7 6^ 

'—bcy^f'^bc i/f — j , et parce qu'on a en général b^b'^=.i — c, 
ftV*' = 1 — £?', c' =: ^^, on trouve plus simplement I/* s= ; r^^ = 

mais dans le même cas on a K' = t/— . Donc les deux formules gé-» 
nérfdes se réduisent a celles-ci 

+.3/0 (c' sin ^'--^ sin(p) -f- 41/7 («in f'-^c'sinçj'), 
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La dernière est lamêmc que E"(c) = ^'-p^F*(c)+^^, et sous 

cette forme y elle offre mte relatioa fort simple entre les fonctions 
F'(€?),E'(c), et d'autant plus approchée que b sera plus petit. 

(80). Appliquons ces* forawles à l'exemple de l'article 78, ce qui 
est un cas peu favorable , puisque la valeur de e diffère sensiblement 
de l'unité. On connaît déjà par l'article 69 les valeurs de c'y Vy c\ b'y 
ainsi que celles des amplitudes ^, ^', ^^. Au moyen de ces valeurs^ 
k calcul de la fonclîovi conqplètc £' {c) se fera ainsi : 

1 4. V/c = 1.9828152 log(i + »/€?)... 0.297282a 

log 4 .... . 0.6020600 log b* 8.8259924 

^ogb" 5.8757219 ^flwj. 8.5287102 

log^-... 4.7^6338x î^s^'-;-;-:--- ''•''''^1?/! 

^V ^* log i.i8i5 etc.. 0.0724648 

4^^gF~ ï-i^ïS^^ lGg2.3o25etc... o. 8622157 

log X 8 • 9708862 

X := ©• 0935161 
2, = 0.9828891 

Somme... E'(c) = 1.0764052 

Cette valeur s'accorde avec celle qu on a déjà trouvée , autant que 
les petites parties négligées peuvent le permettre. 

Quant au calcul de l'arc E (c, (p), nous avons déjà trouvé la valeur 
de E(c?, ^)=s;K.'Iogtang (45^+^ f), il en résulte 

W8rF(c,f) « 9.9650547 

îogTJu^=^ 8-^^87xo^ 

log .^ == ^-4957649? j; = 0.0511720. 

On trouve; ensuite les parties algébriques 
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o* sin ^ = 0.6850127 
av/c(c' sin (p' — ^ sin ^) = o .0343325 

4i/-^(sm^* — c'siii^') = 0.0002125 

somme o . 7076475 

ajoutant ..« j^ = 0.0311720 

ona E(c,^) = 0.7387195 

ce c[ui s'accorde encore avec la valeur trouyée par la première 
xuélhode, 

(81). Pour appliquer les formules précédentes à la rectification de. 

rhyperbole , il ne s'agît que d'évaluer l'intégrale G = j — ^^^^ ^ 

qui représente la quantité A tang^ — T^ différence entre l'arc 
d'hyperbole et sa tangente. Or en faisant dans la fonnule générale 
de r^rt. 75^ A=c*,B= — €?*,onala fonction indéfinie 

G(c,(p)=iRc*<t(i— ^ ^ g etc.) 



«^o,.oo_ooo 



•4 — ^ sm ç + -^"2 — sm (p*^* + -^^ — g — sm^**'+etc. 

et la fonction définie 

G« (c) = Kc-.- (^i -.- _ -^^ g etc.) : 

celle-ci est la différence entre l'asymptote et la courbe^ qui s^exprime 
ainsi très-simplement par une suite fort convergente. 

Lorsque l'hyperbole est équilatère , la quantité G* (c) qui en gé- 
néral a pour valeur B* (c) ~ i*F'(c) , se réduit à E» (c) —iF' (c) i 

mais comme dans le cas particulier où c^=^=i% on a- =::(2E'— F')F*, 
la valeur de G' se réduira ultérieurement à |;^, et parce queF'a=j'7rK, 
on aura encore plus simplement G* = -^. On a trouvé ci-dessus 
log R = 0.0720074 , ainsi on aura log G' =9 .6269626. 
On peut regarder comme applicable à tous les cas j la formule 
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T= A tang ? — G (c, ^) ; cependant si c était extrêmement près 
de Tunité , on pourrait , pour déterminer la fonction G y faire usage 
des formules de l'article 76^ après avoir fait A = €?% B = — <?•. 

Formules remarquables pour détermmtr lesjonctions corn-- 
plètes F' (c) , JE" (c) , lorsque c est peu éloigné de Vun^ de 
ses limites. 

(S2). Lorsque le module c est fort peu différent de Funité, nous 
avons trouvé (art 76) les deux formules 



F'W=iv/(0"«g^ 
E'W=r^F'W + v/(7> 



Ces formules donneront environ dix décimales exactes si c=sin8o*; 
elles en donneraient un plus grand nombre si c était plus grand; 
elles n'en donneront que sept lorsqu'on fera c := sin 64*"^ et ainsi k 
proportion dans les autres cas. Du reste leur usage est très-commode 
puisqu'il exige seulement qu'on calcule avec précision les valeurs de 
c\ V et V. Il fiiut pour cet effet se rappeler qu'en faisant c := cas fi, 

ce qui donne b = sin fi^ on aura c' = ILEÎlt: ^ ft':==: tang^ ^ fi. Si jx 
est fort petit ^ les tables donneront avec précision cos pu et cos^/t; 
connaissant cos ^ te et sin a. on en déduira sin x A^ = *'" ^ § et 
tang T Ac«= — T^y ce qui fera connaître b'; enfin pour éviter les 

trop petits angles^ on observera que b"^ se déduit de b^ comme c^ 

1 1 5 

de c, et qu'ainsi on a b' ;=s 2 b'^ -^ j-^b'^-^ etc. ; d'où résulte 

W=^(S)(^ ~ i *'•) > «^ PV conséquent i log ^ = log^ — { b'^m , 

m étant mis pour le nombre 0*4^4^9 ^^^* i ^'^ù l'on voit qu'avec 

une légère correction facile à calculer y on déduira log ^ de log 4. 

jLe reste n'a aucune difficulté y en se rappelant que les logarithmes 
4e la formule sont des logarithmes hyperboliques qu'il faudra réduirp 
^n logarithmes vulgaires, 

i5 
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(83). Si on subslîtne la râleur de E" (c) donnée par la seconde 
aies formules précédentes ^ dans réquation de rarticle 4^ > on en 
déduira 

et si on observe que la valeur de F'(€?) contient un logarillime que 
le second membre ne saurait offrir par le développement des quan- 
tités F* (i), E'(i), en séries ordonnées suivant les puissances de 6 
supposé très-petit , on en condnra que l'équation précédente ne 
peut subsister à moins que le numérateur et le dénominateur du 
second membre ne soient sensiblement égaux à zéro. Ainsi on devra 
avoir les deux équations 

Cliangeons b en c, et réciproquement , afin de rapporter ces nou- 
velles formules au module c^ nous aurons 

Ces formules sont encore plus simples . que celles de larticle 
précédent ; elles ne supposent d autre calcul préliminaire que 
celui de b et b"" } or en faisant t; = sin ^ ^ on a & = cos /Jt,, et 

jo_. — ^îii; d'ailleurs log Ca— A**) est très-facile à déduire de 

log i^j car comme i — i^ est très- petit, si Ton fait logA*= — «T, 
on aura log (ix— i*) = <r — J'*(2.5o25, etc.). 

Ces formules ne sont pas moins exactes pour les petites valeurs 
de c, que celles de l'article précédent pour les valeurs de c peu diffé- 
rentes de l'unité; les unes et les autres s'accordent avec les formules 
de l'article 45 , et on peut s'assurer qu'elles équivalent au dévelop- 
pement d'un assez grand nombre de termes de ces dernières. 
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(84). Appliquons ces formules au calcul des fonctions F*(c), F*(i), 

en supposant c= ^"^T^g - ei & = ^v"J^ >Soitc=?sin(X^&==cosot, 

on aura sîn 2% = tang* 1 5* et ling (45^ 4- «) = \/CA^ i de l'une 
ou de l'autre de ces équations on tirera 

« = a** 5' 5a'. 94970. 

Cet angle étant assez petit ^ il faudra user de quelques précautions 
pour calculer les valeurs des quantités cherchées jusqu'à dix déci- 
males. On trouve d'abord directement par les tables, log sin 2eL =2 
8.8561049048; ensuite la valeur connue de et doxme logcoset=s 
9. 9997 1 962 1 1 ; de là on déduit 

log sîn « = 8. 55555 52880. 

Pour le calcul de la formule F*(c)= j tt x/jy je fais ^ = i/x 
s= î , et je trouve 

^os i « 9-9999^ 99^67 

ycos et 9-99992 99^55 

somme 9.99985 98220 

k • o.oooi4 01780 

7'7r ..•.. 0.19611 98770 

I>on<: log F'(c) SS3 o. 19636 oo55o 

Le calcul de F'(^) se &ra par la première formcde qui douât 
F* (i) = ^ A: log 43- Or on a c^* = taug* i et j ainsi log «• se déduit 
deis logarithmes déjà trouvés en cette sortç : 
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COSiet 9-99992 99^67 

3 0.50102 99957 

âcos^ât 0.50095991:14 

sîn a. . • • 8.55535 52880 

sîn i a 8.35439 53756 

cos^ot.. 9- 99992 99^67 

tangl a 8. 25446 54589 

c** 6.50893 09178 

2 0.3010299957 

^ c' 6.20790 09221 

^c^^ 2.4i58o 18442. 

II faut de plus chercher la valeur de c*»** j mais, comme on l'a de'jà 
observé, on peut suppléer au calcul de c**^ par la formule ilog ^ 
-;:; log A — L c^* (0.434 etc.). De cette manière on obtient en loga- 
rithmes vulgaires ^log -4= a.o4656453ii. Prenant le tiers de ce 

nombre, et faisant pour abréger f== 0.6821881770 , on aura 
5 F* (6) = SMLk y M étant mis pour le facteur 2,5o25 etc. 

f............ 9.83390 4i885 

M 0.36221 56887 

k o.oooi4 01780 

I F' (i) o. 19626 oo55o. 

Cette valeur est exactement la même qu'on a trouvée pour le loga- 
rithme de F' (c) ; ainsi on a F*(i)=3F' (c). Cette égalité est au moins 
très-approchée , puisque les formules d'où on l'a tirée pourraient , 
avec des tables plus étendues , donner le» valeurs de F'(&) et F'(e)y 
approchées au moins jusqu'à i5 décimales; mais il est très-vraisem- 
blable qu'elle est rigoureuse y et c'est ce que nous aurons occasion 
de confirmer par une démonstration particulière. 
L'égalité F* (i) = 3F* (c) étant supposée exacte d'après ce résultat , 

on trouve par d'autres considérations^ que les fonctions F'(c) et 

4 
F'(«in45*)ontentre elles cette r€latîonF'(c)=-^ cos i5".F'(sin45*) ; 
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c'est ce qu'on vérifiera aisément par la valeur trouvée de F *(<?), 
et par celle de F'(sin45'') tirée de la petite Table qui suit ^ calculée 
. avec dix décimales. 



c 


logF'(c) 


c 


logF'(c) 


sin o*' 
sin i5' 
sin 5o* 
sin 45*» 


0.19611 98770 
o.2o56i 55664 
0.22679 32597 
0.26812 72224 


sin 90* 
sin 75* 
sin 60"" 
sin 45^ 


. . . .infini 

0.44217 59938 
0.33375 26135 
0.26812 72224 



Nous joignons ici une Table plus étendue des logarithmes des 
fonctions complètes F* (c), E' (c) , calculées à sept décimales^ pour, 
tous les angles du module, de degré en degré, le module étant mis 
sous la forme c = sin 6. Cette Table sera fort utile dans la théorie^ 
des fonctions elliptiques ; on Ta calculée par les formules abrégées? 
que nous venons de rapporter, depuis â=o^ jusqu'à = 20% et 
depuis fl= 90** jusqu'à 6 = 70**; pour les autres valeurs de 8, on ^ 
iuivi les formules des articles 65 et 77. 
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Angle 

du 
module. 



Log. F" 



I 



6 

2 

9 

10 



IX 
13 

i3 



'ao 



a3 



a6 



3i 
3a 
33 

lî 



o.ig^iiog 
ô.igSrSjD 
o.i96'a5aa 



o. 1973119 
o. 192:430 
0.1983409 

0.1988052 

0.1994378. 



€K 99^3^3 
0.200904^ 
0.3017396 

p»ao3u43i 
o.ao36i54 



o. 2(557675 
0.30694^4 
0.2081997 
0.20953^0 



«.M4i^t56 
o.2i238i8 
0.2139206 
0.2155328 
0.2172193 




0.2289437 
0.2311720 
0.233^846 
0.2358704 
o.2383âS6 



Log. £» 



o.igÔMQO 
o. i9U(i0U^ 
o. 1959876 
o. 195833^ 
0.1955908 
. o. 195393a 




Ovi^iMa 
o. 1913618 
o. 19053G7 
<Ki8yûi6o 
0.18 



«. i8658o5 
<>. r854a8o 
0.1843T0I 
0.1829278 



o. i8i58dft 
0.1801680 
0.1786913 
0.1771502 
o. 1765451 




o. 1645829 
o. i6253w 
o. 1604392 
0.1582605 
o.i56o3i3 



du 
module. 



85 



82 
80 



75 



li 

7' 
70 



65 



62 
61 
60 



55 



Log. jP 



Infini. 
0.73519^ 
0.07G0272 
o.6â735So 
0.6077507 
o.5854o4i 



û.56a5r3j 
e.544ifto5 
0.5276120 
o.5ia5gi4. 
0.4987770 





0.3911076^ 
0.3837870 
0.37673» 
o.3u(>c)4oo 




0.3283830 

o.323i8i4 

o.3t8i38i 

o.3i3242- 

o. 



. Log. Z» 



0.0000000 
^Mo3a6i' 
O.OOI2533 
0-0022773 

0.0054653 



0.0074221 
0.009S837 
0.0110271 
0.01^21 
0.0170811 



0.0198581 
0.0227487 
0.025-J97 
•.oq88iqi 
0.0315757 





0.0693649 
0.0728337 
0.0769020 
0.0797076 
0.00316^3 



0.0865695 




36 



2409233 
2435751 

24î 

25: 



o 

0.2^. 

o.2A63i54 
0.24914'»" 

0.2520 




52 

5i 
5o 




o.io3i 
o.io63W)i 
o. 1095630 
0.112^82 
0.1157899 



0.2550848 
0.2581965 
0.2614061 
0.26^7155 
0.260127a 



.1414143 
. 1387776 
.136^1858 



o. 

o. 

o. 

o. 1.333399 

o. 1 305409 






O. 3828480 
0.3790011 

0.3716436 
0.3681373 



CI 188364 
o. iai836a 
0.1347878 
0.1370898 
o. i3a54o9 
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Méthod& d'approximation appliquée aux Jonctions ellip- 
ti^ttes de la troisième espèce. 

r85). Au lieu de considérer la simple formule II = C, , . , ^^ 

qui appartient à la troisième espèce^ nous considérerons plus gêné-* 
ralement la formule 



H=/(A+rî^^^. 



qui est composée d'une fonction de la troisième espèce et d'une de 
la première , affectées def coefficiens constans. Si on appliquait le 
calcul à la simple fonction 11^ la première transformée contiendrait 
une partie affectée de la fonction de première espèce F (c*, ^*) ; c'est 
pouTquoi il convient, pour l'uniformité des résultats^ d'admettre les 
deux sortes de fonctions dans la formule primitive ^ ainsi que nous 
l'avons déjà fait pour les fonctions G (art. 76). 

Cela posé, si on lait sin^ ^ = i^ (i -f. ^•siu*^f ^— * à!" cos ^* ) , et 
—• = — r~ • X° ^ ®"^ P^^'^ première transformée 

les v^Jieurs de H* et de ses coefficiens étant 









1 +/i 

•^~^- a (1+6)^(1+/!)^' 

Ainsi la fonctioa H(n,^^f) est ramen«e à ime fonction sem- 
blable H(n% e% 9?.)^ÎLan$ laquelle le4. trois éléniem x, c, f ont 
suhi des cfaangemeas propres à factliier les apptotimatîons. 
La me«M loi auita lieu dans Jes transfoitaées ultérieures ; de soritf 
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qu'en faisant 

■"7 \ ^i+n~«n«r/ A" 






B'*s=B% 






on aura la seconde transformée 

On peut continuer indéfiniment ces transformations ^ d'où résulte- 
ront une suite infinie de fonctions H(/i, c, ^), H(/ï%c%Ç*) , 
H (/»••, c'', ^'*'*) , etc, , telles^ qu'une seule étant connue , on pourra 
déterminer toutes les autres. 

(85), Examinons d'abord avec quelque détail la loi de progres- 
sion des paramètres /»% n^''^ etc. Si on fait nz=.mc^ et semblable- 

ment «^=/7iV*, l'équation qui détermine n"" donnera /7i*=^^~j-^. 

Mais on peut toujours supposer le paramètre /i < ^, ce qui donne 
wi < I ; on aura donc aussi m* < i , et même rrf<^m; car delà valeur 

précédente on déduit i H = ^ ^ V S ^ = ^^ — T^ • 

ce qui prouve que — , positif ou négatif^ est toujours plus petit que 

l'unité. Donc les termes w, m', /w^'% etc. sont tous plus petits que 
l'unité et forment une suite décroissante ; et par conséquent la smte 
des paramètres », n^'y /i**% etc. décroît plus rapidement que la suite 
des modules c, c', c'**, etc. , chaque terme de la première étant plus 
petit que le terme correspondant de la seconde. 

A l'égard des signes de ces paramètres , il y a deux cas à consi- 
dérer. 1% Si 71 est positif ou si n est négatif et plus grand que c^, 
ensorte qu'il soit compris dans la forme — i -|- ^* sin* 6 , alors n* 
sera positif , et il en sera de même de tous les paramètres suivans 
^•% n""**, etc. Dans ce premier cas se trouve compris cdui de /i=;t<? 

qui 
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qui donnera n*= c% »•*= c**, etc. ; mais ce cas est inutile à con- 
sidérer^ parce que d'après l'article 46^ la fonction H se réduit alors à 
la première espèce. 

2"*. Si n est négatif et plus petit que c*^ ensorte qu'on ait 
/! = — c*sin*fl, on pourra faire semblablement V = — c** sin* 6% 
et l'angle 0* se déterminera par l'équation 

tang ( fi»— ô) = A tang fl, ' 

ce qui est la même loi suivant laquelle l'amplitude ^^^ se déduit de ^. 

Calculant donc successivement ô*, ô'**, ô*****, etc. d'après cette loi , 
on formera la suite des paramètres 71"= — c***sin*fl% n***s= — c***sin'fl*% 
etc. y qui décroît^ comme on voit ^ avec encore plus de rapidité que 
dans le premier cas. 

Connaissant ainsi la loi de progression des paramètres n ^ venons 
à celle des coefficiens A et B dans les transformées successives. Soit 
pour abréger ^ 

, c^+a/i+Ti* (i + ny—b^ 

et soit désigné par k" une quantité composée de c^y £% n% comme 
k l'est de Cyb ^n^el ainsi de suite , on aura 

B* = i AB , B"'* = i kk'B , B*** = ^ kk'k^^B , etc. 

Mais puisqu'après un certain nombre /i de termes , les c^ et n^ pris 
dans les suites c% £?••, etc. , n% /i**, etc. , sont assez petits pour être 
regardés comme nuls ^ il est clair qu'il en sera de même du terme 
correspondant k^ de la suite A, A*, A***, etc. , et qu'ainsi on peut faire 
en toute sûreté B^= o. Quant à la valeur de A^ , elle sera donnée 
par la suite 

A/'=A + 4^H-4^. + i^ + etc. 

qu'il faudra prolonger jusqu'au terme qui contiendrait kf^ exclu- 
sivement. 

Appelons toujours <b la limite des angles ^> 7» V> ^ic. y cette 
limite étant censée atteinte après le nombre de termes fJ^ , on aura 
(p^z=z2^(by et parce que cf* est de Tordre des quantités négligeables^ 
on aura H'* =: of^A!"^. 
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(86)1 11 est facile maintenant d*avair le résultat des (ransfor-* 
niées successives jusqu'à la fii*^ inclnsivemeot. Soit toujours 

K-=04-c^)(i+c"). . .0+^), on K-«=--^-^-.^\ etc., 

la valeur de la fonction H sera donnée en général par la formule 



y/c^ t/c*^ l/c^ l^fr^ arctang(v/yï^iiti^ ) 



— etc. 

Cette suite étant prolongée jusqu'au terme dont le rang est fi in- 
clusivement y Terreur de la formule , mesurée par les termes sui* 
vans , ne pourra être que de l'ordre €?AH-t ^ ^^ sorte que si on ne veut 
pousser la précision que jusqu'aux quantités de Tordre cf^y on aura 
un terme de moins à calculer y tant dans la suite précédente que .dans, 
la valeur de K et dans celle de A^. 

Au reste les arcs de cercle qui entrent dans la formule générale 
se changeraient en logarithmes , si n était de la forme — c*^sin*ê; 
mais ce changement n'est sujet à aucune difficulté. 

Lorsque ^ = ^ ^ ou s=s un multiple de ^ ^ , tous les arcs de cercle 
disparai^ent , et on a âmplcnaent H = KA^O. Donc la valeur de 
la fonction complète est 

H^ssRA^.i^. 

Remarquez que la valeur de H exprimée par les transformées 
successives, se terminerait d*elle-méme^ si on avait Tune des égalités 
71=1 — i4-i,/i*=: — x^h^'y n^:=L — 1 + i**, etc. : alors la fonc- 
tion H se ramènerait indéfiniment k la première espèce. 

Pour qu'on ait en général — i + ô^ s= «a* = — ( c^ sin fli" )% 2 feut 
que cot 8^=: y/&% ou qu'on ait F (c**^ ft")r= ^F»(o/^): Mais le» para- 
mètres successîfs«=:— c'sin'ô, n*'=3 — c**sîn*6% /i'*= — ^•••sîn^ô^^^etc. 
étant formés d'après la même loi qui lie entre elles les amplitudes y 

e%e^etc.,onaF(c,e)=l±î'F(^%flO,F(^%60=i±^ 
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et eu général Y(c,d)^il±m±^^^^±^ncM,QM)^^^ F'(c). 

Les cas qui donnent Heu à k réduction de la fonction H^ sont donc 
tous ceux où le paramètre n, de forme — c* ^n* 6 , est tel qu'on a 

F (c^ 6) s=: — ^^ F'(^) 9 /^ ét^fli^ ^ux entier» La même rédaction aurait 
encore lieu si on avait F(c, 0) = ^^'V^' F'(^)> 3^+ i étant un 



ncmibre impair quelconque. 

Les formules d'approximation que nous Tenons de donner pour 
déterminer la valeur des fonctions H et H'^ peuvent s'appliquer à 
tous les cas , et le plus souvent il ne faudra calculer que fort peu 
de termes pour obtenir un grand degré de précision. Cependant 
si la différence i — c était tdlement petite qu'il êaXtikl prolonger 
assez loin la suite c®, c***, c***, etc. pour parvenir à un terme négli- 
geable cf^y il pourrait être préférable de suivre la seconde méthode , 
c est-à-dire y de faire les transformations dans un ordre inverse , ainsi 
que nous l'avons pratiqué en pareil cas relativement aux fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 

(87). Et d'abord si la différence i — c est déjà assez^ petite pour 
qu'elle puisse être ne'jg^ligée, on pourra intégrer immédiatement la 

formule H = /(AH r— ^-r- 1 -r> ^^ mettant cos au lieu de 

A ^ ce qui donnera 

TT /ai B \ 1 * / / ir« • î ^ \ B ^^^ tang (t/n sin çl) 

H=(^4-ïq::;i)logteDg(45-+i^)-^.- ^ '< 

Cette intégrale est rigoureuse lorsque ^=ri ; mat» s^il y a une di^SI* 
rence^ quelque petite qu'elle soit, entre i et c, elle ne pourra s'ap- 
pliquer sans erreur à des valeurs de ^ plus grandes qu'une certaine 
limite. En effet, la quantité A qui en général est y^{coé*(p+ &^sin*^), 
ne se réduit à cos ^ que lorsque cot ^ est censé beaucoup plus 
grand que b. C'est pourquoi il convient de chercher une formule 
qui donne la valeur de H- pour toute valeur de ^ ^ dans l'hypothèse 
seulement qu'on puisse négliger les termes affectés du facteur b 
élevé au quarréou à une puissance supérieure. 

Pour cet effet nous supposerons qu'il a été fait ddus la fonction H 
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une préparation relative au paramètre. Si n est négatif^ nous le 
supposons toujours ou de la forme — c* sin* ^ ou de la forme 
— I + &^ sin^d; si ce dernier cas a lieu , on changera la fonction H 
en une autre où le paramètre soit positif^ ce qui se fera par la 
formule du n* 5i. 

Cela posé^ pour avoir la valeur de la fonction H, je la mets sous 
la forme 

et il restera à déterminer P par la formule 

JX* + «sin'f ) A' 

J'observe ensuite qu'on a ^^=3 1 — xt — ^-r-r-^i do^c si on faîc 

^ A A ( cos ^ -f- A ) ' 

^ ^^^ ^ adp co» ^ 81 n'y , 

^ J (i+Ti ain'f ) A(cosy 4-A) ' 

on aura 

p _ arctang(v/rt8in^) , ,,^ 

Tout se réduit donc à trouver une valeur approchée de l'intégrale Q. 
Pour cet effet, j'observe qu'on a cos ^-f-A<2A, et cos ^-f-A^ ^cosf ; 
donc si on fait 

J (i+n8rn^y)A 

J (1 + /isin''y)(i ~ c»sin*y) ' 

on aura Q <Q' et Q> Q^ Or en premier lieu, la combinaison des 
intégrales P et Q' donne ( 1 + ») Q'+ P ==/t > ^'^^ ^^^^^^^ 
q—lSlL^nl ^ionc on A 

OU 

Oa trouve ensuite par l'iotégration directe , 

(c^+n) Q'=:^ log (lig^) - ± arc Ung (/„ sin 4>) ; 
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donc on a ' ^ 

V^f.^ J^^ arctang(i/n8in^) \b- , /i+csin^ \ 

La plus grande différence entre ces deux limites de P a lie\i lors- 
que <p = go**, et comme on a dans ce cas F* (c) = log g , log (73:^) 
s= 2 log I , cette diflfe'rence = -33^ . 7 log 2. Elle est , comme on 

voit, de Tordre des quantités qu'on veut négliger. Ainsi on a avec 
une exactitude suffisante^ 

P = — arctang(v//isin(p) — .j^F(c, ^)^ 

ce qui donne la fonction cherchée 

\ ' c + "/ ^ '^ 1+7» y/n ' 

et il en résulte pour la fonction complète y 

Ces valeurs de H et de H* sont celles qu'il convient d'employer si 
les quantités de l'ordre i* sont négligeables , et alors il n*y a pas lietr 
dd recourir aux transformations ; mais il convient d'examiner parti- 
culièrement le cas où n est négatif. 

Le cas de w = — 1 + i* sin' fl, où n + 1 serait de Tordre 5% ne 
permet pas qu'on lui applique avec succès les formules précédentes^ 
c'est pourquoi nous l'avons évité par une transformation qui rend n 
positif. 

Le cas de »=— c* sin* 8 ne souffre aucune difficulté^ si fl n'est pa» 

b^ 

tropprès de 90% parce qu*alors reste une quantité très-petite ; 

seulement dans ce cas , il faut changer l'expression angcy/yisin y^ 

^^ ^^"^'^^ i^kn *^s C^c ' IbSlî^) ' **^^ ^^ ^^ »^^™« *«°^ps fl est 

très-près de 90*, le dénominateur i +» équivalant à Af-f- c*cos' fl , 
devient très-petit; cependant tant que cos fl sera beaucoup plus grand 

b^ b^ 

que * , la fraction — -jj ou ^^ . ^^.Qgug demeurera très-petite , et la 
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méthode précédente sera applicable ; mais si cos 8 est tme quan- 
tité très-petite de Tordre b ou d un ordre supérieur , la fraction 

■ cesse d'être négligeable. Pour obvier à cet inconvénient^ il 

faut recourir à la formule du n* 5^ , au moyen de laquelle toute 
fonction de troisième espèce dont le paramètre /» ss-^ c* sin* ô^ peut 
être transformée enune autre fonction dont le paramètre n'=3—c*sin*A^ 
pourvu qu entre les angles â et A on ait la relation b tang 8 tang X= i . 

Alors on a , . --— ->=i*, donc des deuxfaçteurs— r— , , > » 

il y en aura toujours un plus petit que b ; d'où il suit qu'à Faide 
d'une transformation , si elle est nécessaire^ Terreur de la formule 
n'excédera pas les quantités de Tordre 3; et parce que dans le cas le 
plus défavorable , qui est celui dei+/i=i + 7î'=A,la valeur de 
H' devient très-^ande et se rapporte à Tordre b^^y ou plus exacte* 

ment à Tordre A""' log T g J qui est très-peu différent , il s'ensuit que 

Terreur absolue étant de Tordre b y Terreur relative est en effet de 
Tordre b^y ainsi que dans les cas où n est positif. 

Nous sonunes entrés dans ees détails pour prouver que lorsque 
I — c est assez petit pour être négligeable , les formules trouvées 
pour H et H* peuvent donner une approximation suffisante , sans 
exiger de transformations autres que celles qui ont été indiquées 
par les articles 5i et 5^. Mais la méthode que nous allons exposer 
a l'avantage de donner une approximation iadéfînie^ qui s'applique 
généralement à tous les cas. 

(88). L'équation trouvée n* 84 entre H et H*, s'applique aux deu^ç 
fonctions consécutives H' et H^ et donne la transformée 

TT a TT/ » JP' rd(p costp 

on aura en même temps 

eit les coefficiens n'y A', B' devront élr^ déduits des équationsi 
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On «ait connnent se calculent c , V^ (p'y au moyen de c et ^ ; il ne 
s*agil donc que d'examiner la loi de formation des quantités n\ A', 15'. 
Et d'abord pour déduire /i" de n , on a la formule 



d'où Ton voit qu'il faut faire abstraction du cas où Ton aurait 
w = — 14-*'* sin* fl; car si ce cas avait lieu, le paramètre n' devien- 
drait imaginaire, et on tomberait ainsi dans une difficulté pliis grande 
que cdle qu'on veut résoudre. Heureusement il n'y a aucun incon- 
vénient à faire cette exception^ puisque par la formule du n* 5i, 
toute fonction proposée de troisième espèce dont le paramètre est 
de la forme — iH-*'siti* 6, peut être transformée en une auti*c dont 
le psraniètrâ soit positif» Noua pouvons donc nou» borner à considé- 
rer deux Cas principaux ^ celui où n est positif et celui où n est 
de la forme *- c^ siu^ d. Dans ces deux cas , on peut s'assui'er que la 
valeur de ni sera toujours de même forme que celle àe n , ainsi 
rien ne pourra arrêter le calcul des transformées successives. 

(89). Soit donc en premier lieu /i2bi->^ c* sin'6, et semblable-» 
ment ni" fi=<*^^*sin* Vy on aura par la formule précédentef, 

sin* 9^= A + i csin' fl — i cos fiA(fl). 

C'est' la même loi suivant laquelle l'amplitude 9' se déduit de ^ ; elle 
peut être représentée plus^ simplement par l'équation sin (28"— < 9) z= 
c sin 6. En vert» de cette loi^ les angles d^ fi'^fl'^ ^c. forment une 
»uite décroissante qui s'ap{Mrocbe sans cesse d'une limite &, et qui 
Tatteint sensiblement après un petit nombre de termes. La suite 
des paramètres riy n\ rty etc. converge donc de même vers la 
limite — sin*© , puisque d'ailleurs la suite c, c\ Cy etc. a pour 
limite Tueité. 

En second lieu^ si n est positif^ soit x 4''^ := t~^ ^ étant un 

angle très-petit déterminé par la valeur sin A =3 o de sorte 

que si on faisait n = cot* 6 , on aurait sin A =: 6 sin 9. Cela posé y 
la valeur de ri sera donnée par l'équation 

i4.//=:=ycot*|A* 
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et si Ton fait semblablement i + ^' = . > / • l'angle A' se déduira 
de A par la formule très-simple 

sin y = \/b\ tang j X. 

Ou déduira semblablement A* de A', A^ de A*, etc. , de sorte qu'on 
formera la suite des paramètres n , n\ n', etc. d'après les équations 

y* b"* 

I + «' = -^7-7 , I + /i' = . ^ ^ , etc. 

Remarquons qua partir de l'angle A qui est très-petit, les termes 
de la série A, A', A% etc. diminuent continuellement , mais de ma* 

., 1 ^ sinx sinx' sin a" . 

niere que les rapports -r-, -tt-* -T7-#etc. convergent vers une quan** 

tité constante qui sera leur limite. En effet, des valeurs précédentes on 

déduit ~r7- = — T— • "TîT — ; on aurait de même — ry- =;-Tr-. - 



etc. Donc après un petit nombre de termes 5î^^ — sera constant, et 

par conséquent aussi i +«^; d'où l'on voit que la suite des para- 
mètres n, n', n'y etc. , converge, comme dans le premier cas , 
vers une limite qu'elle atteint sensiblement au bout de quelques 
termes. 

Le moyen très-simple que nous venons • d'indiquer pour calculer 
la suite des paramètres n , n\ n'y etc. , lorsque le premier n est 
positif, peut aussi s'appliquer sans difficulté au cas où n est de la 
forme — c*sin*fl; de sorte que nous pourrons supposer qu'il est 
employé généralement dans tous les cas ; et d'après cette supposi- 
tion, nous allons continuer les calculs nécessaires pour parvenir à 
l'expression de la valeur de H. 

• 

(90). 11 faut d'abord avoir la loi des coeificiens B^, A'*; pour 
cela , si l'on fait 

on aura successivement 

B' = 3//B , B'= :^VW = 4A'A'B , B^= 8A7*'Â-B , etc. 

Mais 
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Mais des équations i-4-»'=:*'col*i X, i-4- »= -t^, 4»~--4^.» 
on tire 

1 +« C05A 

on aura semblableraent A'=i^ . — !-t, ^^ =^^ . — î-7, etc. ; 

i-f-n" CCS a'* 1+1»'' cosA*? ' 

donc 
y_ QB(i+nO y_ 4B(i+iiO g^_ 8B (i+n*^ . 

(l+n)C0éX* (l+»)C08AC08Â.'* (i-4-o}C08AC03A^C0SA'^ 

Cl en général B^r« »f:5Il±22 . 

(l+ll)C08ÂC0SA . . .C08A^""' 

A B' - B* 
Enfin des équations A' = A — ~t—7 , A'= A' V-t?» etc. . on 

déduit généralement 

ou , en Êtisant les substitutions , • 

A''=A- « (-4+— i_^ + ir^...+ C! ^). 

l+/î\CO»A C08AÇ08A • C08AC08â'c08A7 COS A COSA'.XOSA'*'""'^ 

B^ 

Ces YAleurs feront connaître celle du coefficient A'* H craî 

1 + nr * 

entre dans Texpression de H^^ Soit ce coefficient s= L^^ on aura 



(l+n)cO«AC08X'...COSA'* ' 
l+/l\C08 A ^^ COâ AC08 a' cÔdTcÔa^ZcoîrÂ' ' * * * "^ C08 A C08 a' . . . C08 A^^V 

Mais comme la suite comprise dans cette formule est dirergente/ 
il conviendra de lui donner une autre forme. Pour cet effet j'observe 
4]ue la formule précédente donne 

L'*"^'— IT a^B(i>-PC08A^ 

(l+n) CO8 A CO8 a' ... «08 a'* * 

sin x'* 

Or on a vu qu'à mesure ^e ;* augmente , la quantité «'ap* 

'7 
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proche de plus en plus d'une certaine limite^ et qu'ainsi sm.A^ est 
en général de l'ordre hf^ ; donc i — cos A^ est de Tordre (A^)% 
ou bf*+^; donc la différence Lii«*+'— L^ est une quantité très-petite 
de l'ordre a/^ii""*-', intermédiaire entre bf* et bf*-*-^^ mais plus proche 
de ce dernier. On aura donc pour l'expression de L^ cette suite 
fort convergente 

• ^ .^^ B B(i— co8^) , flB(i— cosx') 

■""" ""i+n (i+/i)cosÂ."^(i+n)cosAcosx' 

4B ( f^CO8X0 

laquelle devra être prolongée jusqu'au terme. • . c « «. t • « # • t • • • • • • •' 

^^ — ; -— ^ — — - inclusivement , si pn ne veut négliger 

que les quantités de l'ordre a^A"*'. 

(91). Cela posé , lesi, trausfbrmées successives étant 

H=(i+i^)H+^:^T. ^;7^^ 

etc. , 

on pourra exprimer généralement la fonction H par le moyen de 
H^; et comme les séries sont prolongées jusqu'à uu nombre de 
termes fi suffisant pour que la valeur de H^ soit donnée avec toute 
l'exactitude nécessaire par k formule 

il résultera des substitutions cette valeur générale cl.e H, où Ton a 
"iWt pour abréger, r s= (i-HO (i+i') (i+*'). . . .(1+^), 
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, jB^ arc tang ( y/yi sîn ^) . 



(g%). Cette lormuie a Finconvé»ieat itoffm une soit^ direiv 
g«nta ^ et il importe 4e lui donner une autre ferme. Séparons pour 
cet effet le premier terme I^L'* log^tang ( 45*+ ^ %^) , et appelons le 
reste Z^; désignons de plus par T' la quantité ^!225Il^^L!lIlzl ^ nous 
aurons 

Cette équation peut se mettre sous la forme 

7/*+ï 7/* iMrrf» ( ^ \ i^^**^' N _ ï/H-irri^+i P^***' . 

mais si on fût pour w^ mon&f ni A' = -i- .. — ^^ • . . — ^■ « on aura 

^ ^^ CO%K ces A C08 h!^ ' 

Or d'une part la quantité I^A^ ne peut passer une certaine limite peu 
élevée au-dessus de l'unité ; d'autre part les différences i *- cos A^ y 
T'*— T^+' sont de l'ordre J^' ; donc Tf^^^Tf' est une quantité 
très-petite de l'ordre a^+* A/*+' qu'on peut regarder comme inter- 
médiaire entre b^ et 2^+' , mais beaucoup plus rapprochée du der« 
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nier. On pourra donc exprimer TT par la suite fort convergente 
Z + ( TJ — Z.)-|- ( T! — Z') -I- etc., et on aura pour l'expression gé- 
nérale de la fonction H^ cette formule 

flB I Vf , ,. arc tang(V/n^gin^^) /i+cosx\ arctallg(t/n8iny)' ^ 
4B 1+y r^ , ,^^ arc tang( i/7i*sin (p'') /i+cosx^ arc tang (t/n^sin f ")- 



l+n C08AC08A 



C , L4y\ ^''^ ^^"6( ^^yt fi'" ^ ) / i+cosx\ arc tang {y rivai f ^" ^ 

i+/i^cosxco«a'co"8Â^L V^»* \ a / V^n'' J 

— etc. 

Cette formule fondée sur celle que nous avons prise pour valeur de 
H^, suppose que l'angle ^^ est toujours moindre que la limite donnée 
par l'équation cpt ^= ^hf^. Lorsque ^a* est égal à cette limite, ou 
qu'il en est seulement approché , la valeur supposée de H^ est exacte 
aux quantités près de l'ordre hi^y et alors il faut prolonger la sjérie qui 

donne la valeur de H , jusqu'au /t'**' terme ^r— , etc. inclusive- 
ment. Dans le cas où f ^^ sera éloigné de la limite dont il s'agit ^ ce 
qui arrivera lorsque ^ n'excède pas go**, comme on peut toujours 
le supposer y on pourra ne calculer la série que jusqu'au terme 
(;4 — I )""' inclusivement, et le résultat sera toujours exact aux 
quantités près de l'ordre ht^. 

Pour déduire de la formule générale la valeur de la fonction com- 
plète H*, on pourrait faire ^ = 90**, et prolonger la série, comme il 
vient d'être dit, jusqu'au (/t— i y*** terme inclusivement. Mais il 

est plus simple de faire ^= a/*-' - = ^-^^ ^ ce. qui donnera succès 

sivement ^' = 3^*-%, ^' = a^-^'TT. . . .^a*-» =1 ^^ cot ^f^=:^bf^. On 
parvient ainsi à la limite des valeurs de <p^, et en négligeant les 
quantités de l'ordre ô^, on aura sin ^i"= i , log tang (45^+ j ^^ ) 

= 7 log \r^ , et par la substitution de toutes ces valeurs, on trouve 
aic--iH»-ji*Liu.it,r ^ ^^^"'P i+y.i+y...i + t^-" arc tang i/n^*-' 

aA*B / I^^&^l+i^..l+A^"'p arctangy/^ / i+co8X^"' \ arc JaDgj/«^'-| 

i+/»\co»ACoaA' cof;A<-iL y/n^^ \ a / i/zi^*^' J 
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Mais les quantités i — cos A/*-«, wa*— n^-^ sont de Tordre A^ , et par 
conséquent négligeables; on a donc plus simplement 

H» = rr— loff-^ — -^ ' ^ arctangy/n^'n 

La^ ^^ i+n • co» Â ' cos k' * ' * * cos hJ*^'^ ' v^/iA*-» J ' 

formule oii il faudra substituer la valeur connue de L^ et celle 

de I'*=:(i +*')(»+*•)••. 0+^~')=-V--^-T'--^»«l<^-> 
ce produit étant continué jusqu'à ce que le nombre de ses facteurs 
soit /t — - I . 

Telles sont les formules les plus simples par lesquelles on pourra 
calculer les valeurs des fonctions H et H'^ lorsque le module c est 
extrêmement près de l'unité ; elles donneront tel degré d'approxi- 
mation qu'on voudra obtenir^ en prolongeant suffisamment les séries 
qui les composent. 

(95). Si on compare maintenant cette seconde méthode avec la 
première ^ on ne manquera pas de remarquer que celle-ci n'est 
sujette à aucune exception ^ et qu'elle n'exige ni considérations de 
limites, ni transformations; il est donc préférable d'employer la 
première méthode y même dans les cas où. c serait fort près de 
l'unité^ puisqu'alors cette méthode n'a d'autre inconvénient que 
celui d'employer quelques termes de plus^ et le nonabre de ces 
termes ne peut jamais être bien grand. 

Nous remarquerons encore qu'on peut simplifier à quelques égards 
les formules de la première méthode, en employant des angles 
subsidiaires X*, A***, X***, etc. pour calculer tant la série des para^ 
mètres w**, »**, etc. , que celle des quantités ky A:% ^**% etc. , à 
l'exemple de ce que nous avons pratiqué dans la seconde méthode. 
Pour cet effet on aura les formules successives 

1+/Ï =* cofiX- tangiX^' =y/(^) 

l+;^• =ôo cot4A- =-^ tengiX- '^" '^ 



i-l-n®* =A®* rnMi-X®**® =a fana i- X*°® — 

1-I-/1 _^ COI ,A = gi^a ^00' wng.A ^-ÇTb^ 

i+/i-«=i«-coriX^-'=:^T^r7sro tang \ X-^'= -^ 

etc. elc 



,oc« 
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d'où Ton dédoit 

etc. etc. 

Enfin si l'on ùât 

1 D 

A^=A+^(i+| cos> + ^ cos A* cos X**. • • 

... .+ -\- cos X*COS A**, • ,008 A^) , 

or \ 

et qu'on prenne toujours K^ = (i H- c*) (i + c^) .... (i + <>•«), U 
valeur de H sera 

_V/c°^/cr B ^^.. arctan6Ct/n»»,m»»») 
2tc at** 1+71 4/rt®° 

— etc. 

La limite de m* étant zéro 4«m tous les cas^ceUe de sia A« sera ^a*. 
et par conséquent celle de cos M ser» et*. ï>'où l'on voit combien cette 
suite est coavergenfas, 

Des cas les plus génértvtat ^ans lesquels on peut opértr 
la réduction des fonctions elliptiques de la troisième 
esphce. 

(94). Si l'on différenlie par rapport à n chaque membre de 
l'équadon n=/_.^-__, on aura 

nËL = f dp / * dp 

dn J (,t-j-n sin'ç)*A J (i +n8m'^)û * 
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or par la formule du n' g on Irouvc, en faisant et =(i+/*)rï4--")i 

Combinant ces deux équations entre elles, et observant qu'on a 

cy(i 4- n sin*^) § = (c' H- ») F — «E, 

on parviendra k Téquation suivante , où l'on ne doit regarder que n 
comme variable dans II et dans <t > • 

in^4.«Jn=>-ic»F.^-i(F-E)^+iAsin^cos(p..p:j:^^; 

Multipliant de part et d'autre par a"* et intégrant^ on aura 

V'-n=^i'-r/^.-i(F-E)/;^.+iA'i°'Pc«.^/(.+„t,)^..- 

Il faut maintenant , pour effectuer les intégrations y considérer suc*- 
cessiyement les trois cas de Fart. 5o. 

Prbmixr cas ;i=:cot*0. 

(95). Alors on a i«=-î^^, /« = j|^, etl'équaUon 
générale devient 

— A 8m4> cosf y (ri„^ + ,i,.yco3'e)A(A,fl) ' 
^Yj-^ est représentée à Tordinaire par Y (p , fl)> et 
•HÎTant le8 réductions connues^ on a 

enfin si Ton fait pour abréger cot*^ = 7i', l'intégrale 

A sin^ c<>^^^—^2^^^—- pourra se décomposer ainsi : 



cosd 
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et sons celte forme elle peat être représeate'e par 

C08Ç ^ ' -^ ' sm^cos^ V 1 7 / 

Substituant toutes ces valeurs ^ et désignant, pour plus de clarté, 
par n(n, c, ^), A(c, (p), F(c, <p), E(c, ^), les fonctions II, A, 
F, E; on aura, pour le premier cas, la formule générale qui suit: 

-^1^ n (»,<., <p) -h -^iî^ n (»',*, fl) 

C4-£iA(i,fl)F(.,<p)4-SA(^,<P)F(6,fl) (O. 



^+F(c,(p)F(4,G)-F(c,(p)E(*,6;-ECc,(p)F(*,fl) 

La constante G, ajoutée à cette formule^ pourrait être fonction 
de ^ , puisqu'elle résulte d'une intégration où cp a été regardée 
comme constante ; mais comme la forme [de l'intégrale est telle 
qu'on peut permuter entre elles les quantités ^ et 6, pourvu qu'on 
fasse de même la permutation entre c? et &, il s'ensuit que C ne 
contient ni fi ni 9, et qu'ainsi C est une constante absolue. 

Pour en déterminer la valeur, prenons un cas particulier, et 
supposons à la fois ^ et infiniment petits. Cette supposition donne, 
en rejetant les infiniment petits du second ordre F(c, ?)= E(c,^)=f , 

F(*,fl)=E(i,0)=fl, A(c,.p)=^A(i,6)=,, n(«,c,.p)==/l:p^ 

^ arctang^V^y ri) _ q ^^^ ^^^g^ ^^ semWablement n (»',*, 6) =ç 
6= (p arc tang -. Substituant toutes ces valeurs , il viendra 
C =: arç tang | + arç tang- == i ^, 

(96). Si l'on veut appliquer la formule de l'art, précédent au 
cas où ^=:^^^ il faut, pour éviter les quantités infinies qui se 
rencontrent dans les deux membres, faire 4^=-^^-— i^, et sup- 
poser m infiniment petit. On aura ainsi /i' = cot*^ = tang*^ = a»»; 
et puisque v! çst infiniment petit, la fonction n(/j'^ *, fl) s'expri- 
mera de cette manière 

on 
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on aura donc 

d'où Ton voit que le premier membre se réduit à zéro^ lorsqu'on fera 
û»= o, et qu'ainsi la supposition de ^z=-^ ^ donne cette formule 

j|^n-(»,c) = i* + £|A(5j)F-(c)+F'(c)F(*,())ï 

-F'(OE(i,9)-E'(c)F(4,9)( 

Toutes les fois donc que le paramètre n est positif^ la fonction com*» 
plète de troisième espèce lV(jt^c)y pourra toujours se déterminer 
par des fonctions de première et de seconde espèce , savoir^ pap 
les fonctions complètes F' (c) , E' (c) , qui se rapportent au mo- 
dule Cy et par les fonctions non-complètes F (&^ 0)^ E (by 0)^ qui 
se rapportent au module complémentaire by et dont l'amplitude 9 
se déduit du paramètre n par l'équation cot9=; |//2. 

Ce théorème est très-important dans la théorie des fonctions 
elliptiques y et son usage sera d'autant plus étende y que dans beau- 
coup de problèmes de géométrie ou de mécanique , qui dépendent 
des fonctions elliptiques y on n'a souvent besoin que des intégrales 
définies ou complètes. Nous eu donnerons ci-après diverses ap- 
plications, 

(97). Si dans l'équation (U) on met — à la place de n ^ et qu'on 

fasse— =cot'A^ afii^ de mettre en même temp3 A au lieu de 9 y 
on aura 

— F'(c) E (*, A) — E»(c) F {by ^). 

Mais^ en vertu de l'équation ^ = /îC0t'A ou ctang6tangA= i y 
qui se rapporte au module b, on a (n* i8)F(3,fl)-f-F(3,A)=F'(i), 
Ç {by fl) -4- E(A, A) = E'(ô) + ^sinX sinfl; on a en même temps 

"'*^=Â(î:fl)' <^o«^-Â(ï77)' a(^^)=âcï;^' sïhsA» 

^ «weco.«— <^*' 

»8 
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Ajoutant donc l'équation précédente avec Téquation (i') , e* 
observant que d'après la formule du n* 4? > o^ ^ n* (/i , c) + 

n» (^-, c) := F'(c) -| — ^, on trouve que les angles ô et A dispa- 
raissent entièrement du calcul^ et qu'il reste entre les fonctions 
complètes 9 pour les modules c et ^^ cette relation : 

ce qui est une nouvelle démonstration du théorème de l'art. 43« 

(98). Puisqu'on peut exprimer la fonction complète II' (/i, c) 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce , on 
pourra exprimer de la même manière toute fonction non-com- 
plète n (/»> c, (p) , dont l'amplitude (p est telle qu'on ait F (c, ^) 
7^ kT* (c) y k étant un nombre rationnel. En effets si cette relatioa 
a lieu, il suit des formules démontrées ci-dessus, qu'on a n(n, c, 9) 
=sA:n*(/», ^)+W, W étant une quantité délerminable par arcs 
de cercle. Donc il y a une infinité de cas où la fonction n, dont 
le paramètre est à volonté j pourvu qu'il soit positif, pourra se 
réduire aux fonctions de la première et de la aeconde espèce^ 
et ces cas août déterminés par un symptôme général. 

Etant donné l'amplitude <p , on peut trouver par un calcul assea^ 
simple y si la condition dont on vient de parler peut être remplie , 
c'est-à-dire y ai la fonction F (^) est dans un rapport rationnel avec 
la^fonction complète F'. Il faut pour cela calculer la valeur appro- 
drée de ht fenction F(<p}par !a métibode de l'article 65. LorsquW 

aura déterminé l'angle 9 y limite des angles 9,^, ~y etc. ^ il 

faudra examiner si cette limite <t est avec l'angle droit daa» un 
rapport à- la-fois simple et très-approché. Si le rapport était un peu 
compose ^ if n'y aurait tieu à aucune réduction ^ attendu que la ré- 
ductien exige que le rapport 9oit exact , et que , peur peu qu'il 
fuit cOBEipofié y Féi^uation qui détermine sm f sefaAî d^un degrr 
tjrèsp^ékvé^ ee qui rendrait peu prolbaUe que ht valeur donnée ^e ^ 
satisfit à cette équation. Mais si le rapport dont il s'agit est ex-^ 
primé en nombres simple» et qu'il paraisse au moins fort approche , 
il y aura lieu de croire qu'il est exact. Alors on s'assurera par 
les formules rigoureuses ^ si la valeur donnée de sin ^ répond au 
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rapport i trouvé ^ntra F(c?| 9) el F '(<')> Ou entre ^ #1 7 ^. Lorsque 
cela a lieu , on trouvera également par les formulca rigoureuses y la 
valeur de W qui douue n ( n , c, ^) =c kW (», <?)+W j ainsi oa 
pourra detenniuep n(«i > e> ^) par des ioucûçus de la prevpière et dç 
la seconde espèce. 

La métbode qu'où vieut d'indiquer n'est autre ehase que la 
mélliode d'appro9:iniation par laquelle on évalue la fonction de pre«* 
xnière espèce F(cy f)« Mais on peut pour le mènae objet employer 
une autre méthode qui parait conduire plus directement au but. 

Etant donné Famplitude (p^on calculera ^Successivement les ampli- 
tudes (P., (p„ (P4, etc., qui donnent F (ç>.) = 2F (^), F (?>,)=5F (^) , 
F (^4) = 4^ (fi) , etc. ; c'est ce qu'on fera par les formules 

tang I (P. = A tang p 
tang (i (p, + I (p ) = A tang % 
tang(i(P4-t-ifO =*= A tang^^ 

elc. 
est évident que si Tangle (ft est tel qu'on ait F(^?, ^) a=: kf'(c) ^ 
k étant un nombf e rafêènnel ^ ^ îi j a»ra néeessaîrenient dam k 

suite ^» , ^3 , ^4 , etc. un terme ^, tel que ^i = /t.-, c'est-à-dire 

qu'on devra rencontrer dans cette suite un terme ^1 qui soit mul- 
tiple de l'angle droit. Et c^Mne d ailleurs y par les raisons que noue 

avons exposées^ le rapport- devra èbre exprimé en nombres assez 

simples y on n'aura jamais qu'un petit nombre de termes à calculer 
dans la suite P%jP%yP^y etc. y pour reconnaître si les fonctions F(^) 
et F' sont commensurables entre dile^^ et par suite siU^UyC y(^) 
peut se mesurer par II' ( /i , c). 

(99). Pour revenir à Téquation ( ^) , nous observerons que cette 
équation servira en général à déterminer Tune des fonctions 
n(/i , ^, ^) , n (/ï', 4, 9)> par le moyen de l'autre supposée eonnue. 
Ces deux fonctions ont des modules complémens l'un de l'autre y et 
leurs amplitudes se déduisent réciproquement de leurs paramètres 
par les équatioQrn^s^scotf 0^ i^^aç: eot*'^. 
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, Supposons que l'angle y déduit du paramètre n 'y soit tel qu'on 
ail F ( A, fl) = AF' (i). A: étant un nombre rationnel ; on aura par 
les propriétés connues , E ( A, ô) = AE' ( *) + V, et n ( n", A , fl ) 
=:W{n\ b) + yVy les quantités V et W étant déterminables , la 
première algébriquement , la seconde par arcs de cercle. 

Si maintenant on substitue ces valeurs dans l'équation (i') f et 
qu'ensuite on mette pour FI' (nfyb) sa valeur déduite de la formule 
(A<) y on aura y après les réductions^ ce résultat très-simple 



sin 6 C08 1 



\ ^ ^ y 81Q ^ C08 ^ 



D'où l'on voit que la fonction FI peut alors se réduire indéfiniment 
aux fonctions de la première espèce^ et la seule condition néces- 
saire pour cette réduction y est que le paramètre riy représenté par 
col* 9, soit tel que le rapport de F(i,6)àF'(i), soit rationnel. 
Ainsi nous avons encore pour ces réductions un symptôme général 
qui comprend une infinité de cas particuliers. 

Le cas de /z ==c qu'on a résolu n"* 4^^ est compris dans le symp- 
tôme général y puisqu'en faisant cot*6 = Cyla. valeur de qui en ré^ 
suite, est celle qui, appliquée au module b , donne F(i, 0) == t E'(A). 
Aussi en faisant k=2J; et substituant les valeurs de V et W qui 

sont V=ï(i — c), W= — 2l_jr arctang. 7— ;— r-? — =î: — ^ — ^ 
X r^-*-arctang. ^^ -r-cj^ang^ x ^^ retrouve la iformule 

SKCOND CAS , n = — 1 -f- i» sin» ô. 

(loo). On aura dans ce cas^ ~==2d6A (b, 6), /a=^^2^^*, 
el l'équation générale du n* 94 deviendra 

4- A sm ^ cos f / r ; ■ >, ? /a ï — . 
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Or par les formules connues on a / T7r-sT=ï'(i, fl) et / 1 

_^E(*,9)-^.==^; déplus en feisant *• teng» <p = » , 
on a 

donc en faisant toutes ces substitutions on aura pour le second cas y 
la formule générale 






On n'a point ajouté de constante , parce qu'en faisant =0 ^ les deux 
membres s'évanouissent. 

(lOi). Si on yeut savoir ce que donne cette équation lorsque 

« =: i * , il fendra trouver la valeur de .t5j|''ti n («', i , fl ) à cette 

Hmite ; et pour cela , il feut d'abord supposer ^ = ^'3r — «, cù étant 
infiniment petit. Or puisque /*'= A*tang»^=i*cot*«, il en résulte 

^= tangue» , et la formule du n* 4^ donne 

n(,',*,«)+n(u,og-«,».e)=F(f,9>i-^g^V«.ng.^^l^. 

Mais m étant infiniment petit ^ on a 

n(tang*«, i, fl) = F (6 , 0) —M tang»», 
M étant tme quantité finie ; donc 

.^(£i^.n(«',iJ)="-2ÎÎ^^^M+arc iang.-AÇ£^^4,; 

Le second membre se réduit à 7 ^tT lorsqu'on £ût ^ =^~ ^^ donc on 
aura pour déterminer n* ( n , c), l'équation 

*li^[n-(„,c)-F'(.)l=f H-F- (c)F (*, ô) I . 

— E' (c)F(*, fl)--F' (c) E(i,0) i 
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d'où Ton voit aud U fonction complète de troisième espèce II* (n , c)| 
a'^xprime généralement par des fonctions de la première et de la 
seconde espèce^ 

Nous observerons que les formules (t) ti ( m') auraient pu se 
déduire de celles qui ont été données art* Si^gSetgô; mais îî 
n'étût pai inutile de £^rQ voiir comment qa pouvais y parvenir 
directement. 

Li? fQ^çiionnou-complète n(«, c^<ï) 9'exprimerade mémepar d^i 
fonctions de la première et de la seconde espèce , ai VampUtude 9 e$t 
telle qu'on ait F(c , cp) = A:F* (c), k étant un nombre rationnel. Car 
alors on a ri(^> c?^ ^)=5=^n*(»i<?>-f» Wj^ W çt«it UX»a quantité 
déterminable par arcs de cercle. 

(102)^ Supposons que Tangle 0^ déterminé par le paramètre 
n = — I + ^"sin'ô, soit tel que pour le module i on ait F (i, fl ) 
z=kV^ (b), k étant rationnel; alors on aura par les propriétés con« 
nues U (n\b ^B)=i kTl' (n', b) -^ Wf^yV étant une. quantité déter- 
minable par des arcs de cercle. On aura en même temps £(&, 0) 
9BBJbE'*(^)-fryy y étA&t une quantité délierminable algébrique-» 
memt II suf&ra d^qc ^wok U y^e»r 4q n'(9>ft) o« Voa t 
/l'zKïi^tang^ç. 

Pour cet effet , j'observe qvie 1» fe^imule du* nT 47 <l^ooe 

ensuite par la formule de Fart. 96 , ou a 

Faisant tonUsf. cç». «abstitations 4ai>» l'é^piattoii ( f) ejt rëdiûaaiit , 
on aavn. 

D*oii Ton voit que U fonction de troisième espèce n(/z^ c ^ 9) s« 
réduira indéfiniment à la fonction de première espèce T(cy^); et 
la seule, (opdjiliqa.nocesfiiâcepom cette réduction , est que l'angle Q 
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Aéàmt du Iparamèlré rizx: — i -|- *• sin*fl , soil tel qu'on aîl F (^, fl) 
^=:k¥^(b)y k étant un nombre rationnel. 

Ainsi dans le cas de n = — i^, où l'on a sin^Q^B-^, celle 

TaleurdeOesf celle qui donne F(^^0) =t: |F'(&) ; la réduction 
est donc possible. On trouve ensuite par les formules du n"" 5j y 

Va«i(i^c), Wsaïl2pî.rc»angil=^^i, «t substituant 

ces valeurs dans la formule de l'article précédent, on en tire 

n(-c) = iF+^arctang.<i^l4i^S-?. 

ce qui s'accorde e?ee la fiovmide du n"" /j/64 

(io5). Si dans Féquation (/') on fiiît /ï=— c* ou dacj'Tr^on 
trouvera encore la même équation qu'au n"" 4®. Mais té on fait 

n=-— x4-â»*^Ai étant supposé infiniment petit ^ on aura sm 6 = ? , 
ou 8 = T 9 et la Substitution fûte en négligeant les paisstances supé- 
rieures de cê donnera 

n'(»»0 = î? + F'W-pE'(c). 

Telle doit donc être la valeur de rintégpralé / . ■r ' ^r^î '' ! » V a i '^'^ 

qu'on suppose é^ imfinkne&t petit et f ss: x^- 

Pour vérifier ce résultat par Fintégration directe^ j'observe que b 
étant la valeur de A lorsque ^ =t ^^^ on peut faire 

n :^ f îfe .. ^ ^ r ^■,...fJL^i\ 

J co»»ç + m^bux^f b *J cofl*f + »*5i»* ^ s A (> / 

La première partie a pour îiifégfde ^ atciang^Câ^toiïjf ^), et en 

faisantes T'T^ elle éemnaà ^. Ler seeoade parfirà se détoHopofe 
en ces deux autres 

T— r^^ ( ^ l^ V r ^^^^^9^ ^^ __ ' ^ 

^ ~'J CD8«Ç Va bj^ ^ ~Jf COfi> (C«>+lf»ttlP(?) \î £LJ* 

Or en intégrait p«r poftiés on s Tm:iisagf(^ — jj| — c* J-^^^» 
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expression dont le premier terme tang ^ f— — j J = i bA ^^ 

= — I^^J^^T^IX j s'évanouît lorsque ^ ;= j 'TT ; doue on a simplement 

T . f^^ =/^ rf, = F. M -^ £• (c). 

Nous avons déjà les deux premiers termes delà valeur de W(n,c); 
un troisième terme serait donné par l'intégrale Y qu'on peut mettre 
sous la forme 

V — û^* r c^^ysin'^ 

et en procédant de la même manière y on trouve que le premier 
terme de V , développé suivant les puiisances ascendantes de a^ , 
est en même temps le premier terme de Tintégi^ale plus simple 

^"/^f^i^> ^^^^^^ * P^"^ expression ^^. ^. Réunissant 
toutes ces parties, on aura 

n'(»^^)=^5£-i-^'(^)-^E'(^)4-^» + etc. 

TROISIEME CAS , nï= — c^siu'fl. 

(io4)« La substitution de cette valeur de n dans Téquation géné« 
raie du n"" g4> donne 

Dans cette formule et dans toutes celles qui çn seront déduites , 
les fonctions A, F, E étant toujours relatives au module c, nous n'y 
joindrons que la désig^nation de l'amplitude, c'est-à-dire, qu'au lieu 
de A(c, 9),F(c, 0),E(c, fl), nous écrirons simplement A (0), 
F(6), E(fl). Cela posé, on a par les formules connues, 

et si Ton fait V = — c*sin* ç , on aura 

Donc 
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Donc la formule générale pour le troisième cas^ est 

cotflA(e)[TI(«/(p)— F((p)] = cot(pA((p)[n {ri, 9) — F(fl)] 

+ E(fl) F C<p)— F (fl) E(^) {ff). 

On n'a pas ajouté de constante y parce que la forme de l'équation fait 
voir que si on change ç> en fi et réciproquement , la constante devrait 
changer de signe ^ ce qui prouve qu'elle est nulle, 

(io5). Si dans la formule précédente on fait (p=:j^^ on aura 
immédiatement 

n'(»)=F' + ^[F'E(Ô)-E'FCÔ)] {jf): 

Ainsi dans le troisième cas^ comme dans les deux premiers^ la fonc* 
lion complète de troisième espèce n'(n)^ s'exprimera toujours par 
des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

Il en est de même de la fonction non-complète n(/i,c^^) ou 
n (w, ç), si l'amplitude (p est telle qu'on ait F((p)=c kY\ k étant 
un nombre rationnel; car alors on aurait II ( /î , ^) = AH' (/*)-+- W, 
W étant une quantité déterminable par logarithmes. 

Il est remarquable que les formules (/^O et {p') qu'on vient de 
trouver pour le troisième cas y sont plus simples qu« les formules 
analogues pour le premier et le second cas y puisqu'elles ne con«« 
tiennent point les fonctions F et £ relatives au module complé- 
mentaire h. 

Remarquons encore que la valeur de TV{n) serait indéterminée 
si on avait Ô = ^ tt ou 0= — c*. Mais alors on a généralement 
pour toute valeur de ^ ^ 

#t par conséquent lorsque ^-ss^^^Ky on a 

(106). Revenons à la formule générale (»') , et supposons que 
l'angle 6, déduit du paramètre n= — c*sin*0, soit tel qu'on «it- 
F(Ô)=A:F', k étant rationnel; on aura alors E(9) = AE'H-V, et 

»9 
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n(/i', fl) = A:n'(/i')-|- W, V étant une qaantité détcrmînaBle algé- 
briquement y et W étant déterminable par logarithmes. Ces valeurs 
et celle de la fonclion II' (/z") tirée de la formule {p*) étant substituées 
dans l'équation (/i^) , il en résultera 

D^où il suit que la fonction ïl{ny^) pourra être ramenée indéfini- 
ment aux fonctions de la première espèce , si le paramètre satis&it 
à la condition mentionnée. Nous avons déjà donné ( a"" 86 ) qfi 
symptôme semblable de réduction^ mais celui qu'on vient d'indi* 
quer est beaucoup plus général.^ 

Soit, par exemple, 7î=— i ^b — c*sin*9,on aura sin'fl = , ; 
ce qui donne F (0)= 7 F'. On a alors par les formules dun"* 5/, 

d'où résulte 

ce qui s'accorde avec la formule du n"" 5^. 

Nous terminerons ces recherches par une observation générale ; 
c'est que toutes les fois que la fonction de troisième espèce n est 
réductible indéfiniment aux espèces inférieures , elle est toujours 
réductible à la première espèce , c^est-à-dire, qu'elle s'exprime par 
la seule fonction F(c, (p). Il n'y a d'exception a cette règle générale 
que lorsque /i =— c% et lorsque « s= — i ^ seuls cas où la fonction 
de seconde espèce E(^) entre dans l'expression de II, ainsi qu'on le 
voit par les formules du n* 48. 
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Réduction générale desjbnctions elliptiques dont le paramètre 

est imaginaire. 

(107). Soît p = . ^° ♦ ^^^ r ^lant un coefficient constant, on 
aura par la dijOTerenliation et en introduisant un second coefficient k^ 

dp dSp 1 — (fl-4-^ gîn'y 4- (1 4-aO c^ftin^» — t;c^«in'y 

i + Â/>* A ' (i + Çsm*f)»(i — c»8in^)+ft bin*^ (i — sia'çi)' 

Supposons que le dénominateur dû second membre soit égal au 
produit de ces trois fiicteurs : 

( I -|- /ïsîn*^) ( I +n'sin*^ ) (i — . /w sin*^) y 

il faudra satisfaire aux trois équations 

nn'm = c*Ç* 

Pour cela , supposons que n et n' soient connus, il ùmâra par leur 
moyen déterminer les trois autres quantités ^, m, et k, £t d'abord 
l'équation qui détermine Ç étant 

st l'on feiit pour abréger Msa i* + c* ^* ?J C~^J » **^ *^"'* 
^ étant connu, on aura m et ^ par les équations 

Gela posé ^ on peut donner à Téquation difEerentielle la forme 
dp _d^ r A A- r ^ I n 
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et les coefHciens A , A', B se détermineront de cette manière t 

. _ n»+(a4-0»*+(i+fl>')c*n-frc' 

•^ '■ «(«'— »)(!»'+ n») 

B _ m»— (a + Om^+O+aOc'w— gc* 
m(m+i»)(fn+B') 

On aura ensuite l'intégrale^ 

An (»)+ A-n («0 -f- Bn (- /») + i F =s/^: 

(lod). Ce résultat a lieu quels que soient n et n\ Supposons donc 
que ces paramètres sont imaginaires et qu'on a 

n t=: p (cos fl -f- ^ — ï sin fl) 
n' =; r ( cos fl — v/— i sin A)- 

D après ces valeurs , si on fait pour abréger h ;=r y«^ac*r coge+ 7^ ' 

On trouvera 

m = ^ 

Ç = — yA-|-irv/(i + aAcosÔ+A*) 

A s= ( c*-|- acV cos fl + F* ) -tBt" » 

d'où Ton voit que les trois quantités ^y m, k sont toujours réelles ; 
il en sera de même du coefficient B , qu'on peut mettre sous 
la forme 

*^ m^ +a/îi*r cos 9 + mf* ^ 

Quant aux coefficiens A et A\ ils sont nécessairement imaginaires. 
Pour avoir plus &cilementleur expression^ soit A=ï(P-|-Q|/ — i), 
A' = 7(P— Q |/ — i) , on trouvera que les quantités P et Q sont 
déterminées par les équation^ 

P = i^i«^B 

_ m(i— B)~a— g .006 6/ . i , i\ 
^~ TriSl sine V ^Ç^B/ 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 149 

Tous les coefficiens étant ainsi connus, on aura enfin l'inte'grale 

£±â!^ nw + "-'^/- nw: — Bn (-m)-i F 

Cette intégrale ne suffit pas pour déterminer les deux fonctions 
n (/i) y n {n') ; mais si on fait attention que le radical contenu dans 
la valeur de Ç peut être pris avec le signe — -^ et qu'ainsi il y a 
une seconde valeur de Ç^ savoir y 

Ç'=-.yA— 1^1/(1 + aAcosfl+A*)^ 

on verra qu'il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons 
besoin. 

Si on désigne les nouvelles valeurs de m, â: , B, P, Q par les 
mêmes lettres accentuées^ on aura donc 



y* 
AT = («♦+ 2C»> cos ô+ »»).2^ 

g/__. nP^ (a 4- O m"-^ (i + aQ <*m'— c't" 

Q^ TdSl ri^V + Ç' + ^> 

et la seconde intégrale sera 

E±2v^n(,)+E=^Si=!.nM=_B'n(-™')-fF......(/). 

j ' .arctanrr ^*'""^^"^ 

n est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs 
des fonctions n(/i). Il («'), exprimées chacune au moyen des fonc- 
tions n(— m) et n( — /w').Donc en général toute fonctionde troisième 
espèce dont le paramètre est imaginaire , peut s* exprimer par deux 
fonctions de la même espèce y dont les paramètres sont réels. 

Ce théorème résout pleinement la difficulté qu'on aurait pu élever 
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et les coefficîens A , A', B se détermineront de cette manière s 

-^ — li (n — nOC^i + m) 

On aura ensuite Tintégraleif 

An(/.)+A'n(«o + Bn(~/») + iF=c/^: 

(io8). Ce résultat a lieu quels que soient n et ri. Supposons donc 
que ces paramètres sont imaginaires et qu'on a 

n :=. V (cos fl + V — * "^ ®) 
n' =s y ( cos fl — \/ — I sin 6). 

D après ces valeurs , si on fait pour abréger h zss y.^ac*r cose+"? ' 
On trouvera 

Ç == — yA + y/Ci +aAcosÔ+A*) 
A s= ( c<+ acV cos 6 + >»• ) — Jv" ' 

d'où Ton voit que les trois quantités C, w, A sont toujours réelles ; 
il en sera de même du coefficient B y qu'on peut mettre sous 
la forme 

Quant aux coefficiens A et A', ils sont nécessairement imaginaires. 
Pour avoir plus facilement leur expression^ soit A=j(P+Q|/ — x), 
A' = î(P— Q |/ — i) > o^ trouvera que les quantités P et Q sont 
déterminées par les équation^ 

P — i^i-^B 

r^ _ ^(' — P) ~ a — ?; _ C06 » /, j.^ j^^N 

"~ Triïl Ibl V^ç^B/ 
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Tous les coefficiens étant ainsi connus, on aura enfin l'intégrale 

Cette intégrale ne suffit pas pour déterminer les deux fonctions 
n (/i) y n (n') ; mais si on fait attention que le radical contenu dans 
la valeur de Ç peut être pris avec le signe — -^ et qu'ainsi il y a 
une seconde valeur de Ç^ savoir y 

Ç'= — vh^v^{i + nh cos fl+ A») , 

on verra qu'il doit en résulter la seconde intégrale dont nous avons 
besoin. 

Si on désigne les nouvelles valeurs de m^ â: ^ B^ P, Q par les 
mêmes lettres accentuées^ on aura donc 



m = — r- 



m'—(^ 



k =:(C*4-2C*VCOSO+^*)-^ 
m'^ + ani'^i' cos 6 + m'v^ 

F=I-i;-B' 

et la seconde intégrale sera 

t±2sirin(«)+E:=^^nM B'n(-».')-fF-....M. 

j L, arc tanff V^*'""^^^^^ 

n est visible maintenant que ces deux intégrales donnent les valeurs 
des fonctions Il(n)yïl (n')y exprimées chacune au moyen des fonc- 
tions n(— m) et n( — /w').Donc en général toute fonction de troisième 
espèce dont le paramètre est imagÎTiaire , peut s* exprimer par deux 
Jonctions de la même espèce ,* dont les paramètres sont réels. 

Ce théorème résout pleinement la difficulté qu'on aurait pu élever 
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sur la division des fonctions elliptiques en trois espèces ^ s'il n'eul 
pas été constaté que les fonctions dont le paramètre est imaginaire ^ 
peuvent toujours se réduire à celles dont le paramètre esl réel. 

(109). Il faut maintenant entrer dans quelques détails sur les résul« 
tats de la solution précédente. 

J'observe d abord que les paramètres «— m ^ —«m' sont tous 
deux plus petits que î'uiûté > puisque d'après l'équation qui déter^ 
mine Ç ^ on a 

i -f- ay co« fl + F* 

En second lieu y si on substitue la valeur de ^ dans Téquation 
/7i=: -^.on aura 

m ^ (f=i 2c*h [* -4- COS. fl — |/(i + 2hQùS ft-H A*)] ; 
on aura semblablement 

m'— c^=:2c^h [^-f-cos 0-|- |/( i -f-jA COS 9+ A*)] } 

et le produit de ces équations donne 

(m— c*) (m'— c*) = — 4c<A»sin*fl : 

donc on a toujours m <c* et m'> c*. Ainsi des deux paramètres 
— /», — m', l'un appartient à la forme — tf*sin*0, et lautre à la 
forme — i -+- A* sin* 9 , de sorte qu'on peut faire m = c* sin* X et 
m'=i — b^ sin*/t; on peut aussi déterminer directement les angles A 
et /JL par les formules 

sin A 5= — A + v/( I H- a& cogfl+ A') 

ach sio 6 
COS U = -T 

'^ D COS A 

Les valeurs correspondantes de k et A:' étant 

A:=(c*4-ac»,cos« + ,*)(2i^ 
A'=:(c< + acVcosfl-H»*)(^); 

on voit que la première est négatiYe et la seconde positive; d'où il 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. i5i 

suit que Texpression réduite de toute fonction elliptique dont le 
paramètre est imaginaire y contiendra toujours un arc de cercle et 
un logarithme concurremment avec les deux fonctions II ( — m) ^ 
.n(*-. m') et k fonction de première espèce F. 

(xio). Les formules générales que nous venons de développer 
ne sont sujettes k aucune exception , mais il ne sera pas inutHe 
d'en faire Fapplication à quelques cas qui présentent des réductions 
remarquables. 

Soit d'abord y := c» on aura dans ce ^as ^ss— « i^ m's=s i ; 
B' = o, Q'= o, F=a, Al'si+ac? cos fl + c*, et alors la for- 
mule (r) devient 

nc«)+n(»o«F-f--^«ctai.g.i^il. 

Ce résultat se déduii^it immédiatement de la formule du n"" 4^ ; 
. puisqu'ou a nn'csà^. 

Les données pour former Tautre intégrale se trouvent par notre 
analyse ccMiime il suit : 

y €?* 4* ^ CQ^ ^ 

^ ""^ 1 + c cos Ô 



m 






— ■" (i +cco5Ôy 



b^ 



Ç c(c-f-cosÔ) 

P = O 



Q = ^ ( 1 4-ccos fl). 



Substituant .tontes ces valeurs dans l'équation (/) et faisant pour 
abréger e = *^^ , s — -2- — ^ , on aura 



1 +CCOSÔ 

b*rint „/ \ sind 



' ' 21 ' ^ \('i + Ç sin*^) A — e sin ^ cos ip/' 
Ces deux équations donnent la valeur de il (/i) et celle de n (n^) 
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,53 PREMIÈRE PARTIE. 

dans le cas assez général où l'on a a=: c ( cos -f- l/*^ ^ sin ) et 

n' = ^ ( cos 9 — v/"* * sîn fl). 

Si cependant on avait cos = — - c ^ il y aurait un changement à 
faire à la seconde équation; alors on aurait m = o^ et les deux 

termes — Bll (— /» ) — ^ F de l'équation (/) , se réduiraient au 

seul — (b + ^J F , on simplement — F ; de sorte que l'équation 
dont il s'agit deviendrait 

^ ^ ^ ^ o ' s^b o \A — c sin ^ cos ^/ • 

on aurait en même temps 

nC«)H-n(«')=F + iarcUngi^. 

Ainsi dans le cas de n=— c*+ icj/— i , la fonction n (n) se réduit 
indéfiniment à la première espèce. Mais quoique ce cas soit peut- 
être le plus simple de ceux oii le paramètre est imaginaire^ on voit 
néanmoins que l'expression de la fonction II (n) contient à-la-fois un 
arc de cercle et un logarithme. 

(m). Un autre cas mérite d'être examiné avec soin; c'est celui 
où l'on a 

ns5= — i-J-i(cosX4- v/ — I sin A). 

Cette valeur donne f cos 0= — i ^b cos A, i^ sin 0s= b sin X, d'où 

résulte 

y* =3 1 — 3* cos A H- ^ 

j,^ » _ i/ . 

fl cos A "^ 1— icosA* 

On a donc Ç=: — l'Art fA, c'est-a-dire que les deux valeurs de Ç 
0ont Ç = o, Ç' = — txvh. 

La valeur Ç=o donne 171= o, ce qui fait la même difficulté 
que dans le dernier cas de l'article précédent. Elle se résoudra de 
la même manière; car ayant alors II (^/7i)&= ^- F^ les deux termes 

— BIT (—m) — ^ F se réduisent à — » (^+7) F ; or en sup- 

ppSAQt d'abord ^ infiniment petit et ensuite nul ^ on trouve 

B 
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B 4-7 = -:• D'ailleurs les substitutions donnent sans difficulté 

P = 2j(A-C08X) 
^ ab sin k 

A = — ir* ; 
on aura donc pour la première équation 
(6 — cos A — / — I sîa A) n (n) 4- (b — cos X+ /— i 8ÎnA)n («') 

^" 6 ^^ aï 5 \A — f «in f cos ^/ • 

et on peut remarquer que cette équation se déduirait immédiate* 
meut de la formule du n** 5i » en faisant n = — - i 4- 6 cos A 
4- b v^ — I sin A j car alors de l'équation de condition (i-f-./ï)(i — m) 
= ^^^ on déduirait i — 1» =5;: i ( cos A— j/*-^ i sin A ) ^ et par con* 
séquent — m^nl. 

Pour avoir la seconde équation ^ il fiiut continuer de £ûre les 
substitutions dans les valeurs des coefficiens : elles donnent après 
beaucoup de réductions^ les résultats suiyans: 

^ 1 — - fc cos A 

m 



(1— fc cos a)* 
(1 — ïcos a/ 



B' = ^(&-.cosA) 
« p/ 1— ftcosA 

, ç^f ( fc — cos a) ( 1 — ' ï cos a) , 

et la seconde équation devient 

[sin A+v/— I (*— cosA)] n (/i) H-[sîn A— ^^— 1 (4— cosA)] n(/iO 
ft,inx(i-cos A)n^_^/j^3in;,j H-iarctang,--^î^^^^ ; 

•■^ 1 — 6 cos A ^ '* •J'^ o (i_i cosA — i'*8in*f)A 

:io 
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Ainsi on connaîtra les fonctions n (w) , n («') par le moyen de la 

seule fonction de troisième espèce n( — m). 

Si on avait cos \ = b y les formules trouvées s'accorderaient avec 
celles qu'on a données dans l'article précédent pour le cas de 
cos fl = — c ; et en effet dans les deux cas on a /i =— c* -+- bc \/ — i . 

L'application de la formule précédente exige qu'on distingue soi- 
gneusement deux cas , selon que coe A est >• A ou < i , afin d'éva- 
luer convenablement l'arc de cercle Z dont la tangente est 

vb sîn A sin y cos ^ 

Soit 1**. cos A> h, le dénominateur r— icos A— i'*sin*^ sera 
positif pour toute valeur de ^, puisqu'en faisant sin^s=i, il se 
réduit k b (cMA-— ^), quantité positive, Alors l'arc Z n'augmente 
que jusqu'à un certain terme qui est son maximum y après quoi il 
diminue^ devient zéro, puis négatif. Ainsi un mobile qui décrirait 
l'arc Z pendant que (p croit uniformément^ ferait des oscillations 
autour du point de départ où ^ = o , et ne s'en écarterait de part 
et d'autre que d'une quantité déterminée par la valeur tang p =: 

\/( Jf^ ''' ^^l\ L'arc Z d'évanouira donc lorsqu'on aura (pt:=:\^y 

9 = TT, etc. 

Soit a°. cos A'< b y alors le dénominateur i — i cosA— ir*sin*^ 

s évanouit lorsque sm ^ = 1 , cas ou 1 on a cos ^ = -^ — , 

de sorte que cette valeur de (p est réelle et < i -tt. Dans ce point 
l'arc Z qui a une tangente infinie , est égal a ^ ^ : il augmente 
ensuite continuellement avec l'angle ^ ^ et lorsque ^ = ^ 'H* , on a 
Z = '7r. 

On commettrait donc une erreur dans l'application de la formule , 
si en faisant ^ = ^ 'tT , on prenait Z = Oi La valeur Z = o n'a 
lieu que lorsque cos A > i , mais si l'on a cos A <i, il faudra 
prendre Z = tt. 

(lia). Il est très-remarquable que dans le Cas d'un paramètre 
imaginaire de la forme » = — i -(-i(cos A -f- \/ — i sin A) , la trans- 
formation dont on a fait usage pour les approximations ( art. 84) j 
conduit immédiatemetit k h réduction de la fonction n (/?). 
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En effets d'après cette valeur de n ^ les formules de rartide ctt^ 
donnent 



n* = - 



et puisque le nouyean paramètre n" est réel, la solution est donnée 
immédiatement par la première transformée 

OÙ l'oa a 

p = -V- [ sin X + ^ — I ( cos X — 3)3 

r^ = -^ [3— cos X -f- /— I sia X], 
La valeur de n (n) exprimée en fonction de n% c°, ^% est donc 
" C») == ^ (cos X— *—/— I sin X)F(c% r) 

+ (. +V) .' (sin A4-(cosX-*) |/~ on (»% c% <P0 

j & — COS A + ^/ — 1 .«in A , /! + * + *' 8În ^*\ 
"^ 4^ ^^S: \i+b^^iïnrJ' 

D*oîi l'on voit que la fonction n(n) dont le paramètre est imagi- 
naire y se réduit immédiatement à la fonction n (/i% c% ^^ ) dont le 
. paramètre est réel y et qui se rapporte au second cas de l'article 5o , 
puisqu'on a n* = — i -f- i»» cos* 1 K 

Connaissant la valeur de TI (n) , on aura en même temps celle de 
n (n*) eh changeant dans la formule précédente le signe de v/— i. 
Si Ton veut comparer ces deux solutions, et qu'à cet effet on 
substitue les valeurs qui viennent d'être trouvées pour n (») et 
n (»') dans la première formule du numéro précédent , on verra 
aisément y d'après ks relations connues entre les amplitudes ^ et ^''^ 
que cette équation devient identique. 

U n'en sera pas de même si les substitutions sont faites dans la 
seconde équation. On tombe alors sur une équation entre les fonc- 
tions n (rt% (fy ?>•) , n(— m', Cy (p), qui est Vraie sans doute^ mais qui 
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n'est pas identique. Cette équation est 

+ (i + M ï' ^ bf .«in A 8În p co« ^ 
^ r^. ^ arc tang 7 —r-r-r-r-r. 
ab sin A o (1 — i co» A — F* Bin'ç) A 

Pour la vérifier ^ au moins dans un cas particulier , soit cos A = £ ^ 
on aura sia A=c^ir = c^et cette équation devient 

n(«')=^^*F(c,^)H-i^arc tang*ii|51: 

mais on a dans ce même cas n?=: — ^bY ^^ "^ 1""^^/ ^^ "" ^*^ 
donc la formule du n"* 4^ s'applique à la fonction n( n? ) et 
donne 

on a de plus F (c, ^) = ' F* = ^]^ t F* ; donc pour que les 

deux valeurs de n (/i*") s'accordent entr« elles ^ il faut qu'on ait 

arc tang (—5^) = t arc tang ^ ^o ^ » 

équation qui a lieu en effet d'après les relations connues entre 
ç et ^''(art. 58;. 

(11 3). Pour comparer encore mieux nos deux solutions , cher- 
chons par l'une et l'autre méthode y la valeur de la fonction com- 
plète ri' (n). Dans ce cas on a ^z=j^, ^""=2^^ et comme en général 

F (c, (p) = i-i^ F(c% r) , il faudra faire F(c% ^«)=— 1^- F* (c) 

= ( i-f-^) F' (c). Substituant ces valeurs dans la formule du numéro 
précédent^ on aura 



8in A 



11 s'agit maintenant d'avoir la valeur de n (n% c%^) qui est la même 
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qae ail* («**, <f); celle-ci se trouvera par la formule de l'art. loi , 
parce que »• peut être mis sous la forme /i'= — i + 6*'* sinfl*, en 
faisant 8 = ^ ( ^ — A) ; on aura donc 

n'(»%c«)=F'(c-)4-g^^CT*+F'(-')F(*%fi)-E'(c-)F(*%fl) 

Or par les formules connues on a F' (c*) = ^— F' (c) , E' ( c') 
= j-p F' (c) + ^ E'(c) ; d'un autre côté on a aussi A(i% 6) = ^; 

h -iL_ AÇ*112,-'Ji±*2. donc 

— (i-H)»' fr-sinj cos fl aisiiiA ' 

-:j^E'(c)F(ô%fl)-(4*)F-(c)E(i% Ô;]. 

ïl faut maintenant ramener les fonctions F (ô% fl), E(4%fl) à un 
module plus petit qui se déduira de b'' suivant la même loi que c* 
se réduit de c. Mais, si l'on n'y prenait garde, la notation pourrait 
induire en erreur. En effet, la quantité^ ^"^ n'entre dans la formule 
précédente que comme complément du module c% et non comme 
une quantité déduite de 6 par la même loi que c"" est déduit de c. 
Cette loi exige que c'' soit plus petit que Cy au lieu que^% complément 
de c% est plus grand que b. 

Pour éviter donc toute méprise qid pourrait venir de cette source , 
nous ferons ^'^ ==:C , et nous désignerons par B le complément de C ^ 
de sorte qu'on aura B = c*. Maintenant il faut exprimer F(C, fl) et 
E (C ^ fl) par le moyen de F ( C% fl*) et E (C% fl") , ce qui se fera 
par les formules des art. 60 , 61 , et en observant que la loi des 

modules décroissans donne C* = -^ = -^7--s = A , on aura de 
cette manière les valeurs 

F(C,fl) = i±2F(C%9-)=i±*F(i,fl-) 

E (C-, fl) == — BF (C, fl) 4- i^ ECC% fl') + i=^8infl' 
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A regard de 6^, cet angle se déduit de ê par la formule lang ^— •) 

= B lang 6= ^^ tang fl, qui donne 

A^ sinaS ain A . a. sin a 

• 6 + C0829 6 — cosa' r 

OÙ il faut observer qu'on devra faire 6° < j'tT si on a cos X < 6, et 
fl* > i TT si on a cos A > A. 

Cela posé^ en faisant toutes les substitutions^ il viendra 

!Ii^ = iF'(c)+^[^ + F'(c)F(*,e°)-E'(c)F(A,fl-). 

-F'(c)E(5,e-)]. 
Donc enfin la fonction complète 

n'(n)==iF'(o)-(il^^*) (i_cosX+v/-x 8mA)F'(c) 

+ ''"'-^^''"r'^^"^^ [^4-F-(c)F(5,e°)~E-(c)F(^eO 

-F'(«>)E(^fl-)]. 

Pour avoir la valeur de cette même fonction par les formules de 
Tart. 1 1 1 , il faudra d'abord mettre n/ sous la forme i — i*sin*4> et 
cbercher ensuite la valeur de II' (—m') par la formule de l'art. lOi ; 
on observera d'ailleurs que les angles '^ et &" ont entre eux la 
relation i = ctang4 tang6*,d'oti résulte F(*,4) + F(*,^)=F'(4)3 
E(i, 4) + E(*, ô•)=E*(A)^-4*sin4sinG^ La substitution étant 
donc faite, on trouvera après les réductions^ la même valeur àeU*(n) 
que la précédente^ ce qui prouve l'accord des deux méthodes, 

(it4). Puisque toute fonction elliptique de troisième espèce dont* 
le paramètre est imaginaire ^ peut se réduire a deux fonctions de la 
^ même espèce dont le paramètre est réel, il s'ensuit i 

i"". Que toute fonction complète de troisième e^èce dont le pa- 
ramètre est imaginaire 9 peut toujours se réduire aux fonctions ellip- 
tiques de la première et de la seconde espèce. 

z"*. Que toute fonction de celte sorte non-complète ^ mais dont 
l'amplitude (p est telle qu'on ait V (cy 9)=:kF' (c) , k étant un 
nombre rationnel ^ pourra également s'exprimer par des fonctions 
de la première et de la seconde espèce. 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. i5g 

S"". Que toute fonction n(n) doill le paramètre est imaginaire^ 
pourra se réduire indéfiniment à la première espèce^ si Ton peut 
satisfaire en même temps aux deux conditions nécessaires pour que 
les fonctions auliliaires II ( — m) ^ ÏJ ( — m') soient susceptibles d une 
semblable réduction. On a déjà vu un exemple de ces réductions 
(art. 109) et il serait £aicile d'en produire beaucoup d autres. 
• 

D^un symptôme généml pour reconnaître si deux fonctions 
données de troisième espèce , qui ne diffèrent que par les 
paramètres , peut^ent se réduire Vune à Vautre. 

(i i5). Nous avons admis trois formes dans les paramètres , savoir^ 
/îs=:col*(3,»= — 1 H-i*sin*G, n = — c'sin'ô; et nous avons &it 
voir que toute fonction qui se rapporte à la première forme , peut 
être convertie en une fonction qui se rapporte à la seconde forme ^ 
et réciproquement. Cette conversion se fait par la formule du n^'Si y 
et sans rien changer aux deux autres élémens de chaque fonction y 
qui sont le module c et l'amplitude (p. Mais une fonction dont le 
paramètre appartient à la troisième forme ^ ne peut jamais être réduite 
qu'à une fonction dont le paramètre est de la même forme. C'est 
pourquoi nous nous bornerons à comparer successivement, pour 
les trois formes du paramètre y deux fonctions qui se ra{^artent à 
une même forme. 

Soit 1**. ;i = cot* 6 ; la formule (h) du n** gS prouve que la fonc-- 
tion n (cot* ^ yCy(p) peut se réduire à la fonction n(ènang»^, ô, 6) 
qui diffère de la première par ses trois élémens. Semblablement la 
fonction n(col*A, c, 9) pourra se réduire à la fonction n(iMang*(p, i, X); 
mais les fonctions n(*Mang»(p , ft, fl)^ n (*• lang* (p , A, A ) qui ne 
différent que par Famplitude , peuvent se comparer entre elles et 
avec la fonction complète 17* (*• tang*^, *) , d'une infinité de ma- 
nières par les formules des n** 55 et 57. Supposons en général qu'on 
ait Féquation 

iFC*,X)=bAF(*,fl)=/F'(*), 

I, A-, Z étant des nombres entiers ; alors il s'ensuivra par les prin- 
cipes connus^ 

in(i*tang»^, A,A)±Â:n(énang*^,i, fl)=/n'(inang'(p, *) + W, 
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î6o PREMIÈRE PARTIE. 

W étant une quantité déterminable par arcs de cercle. Mais la fonc-^ 
tîon complète de troisième espèce n* (4*tang*^, b) est réductible 
aux fonctions delà première et de la seconde espèce ; donc l'équation 
précédente donne le moyen de réduire l'une à l'autre les deux 
fonctions n (iMang*^ , ô, X) , n (4*tang*^, ^^ A)- Donc en général 
les deux fonctions FI (cot* d> c, ^)^ Il (cot*A, c^ç) pourront se ré- 
duire l'une à l'autre^ si les angles 6 et X des paramètres sont tels 
qu'on ait «F (* , A ) ± *F (4, 6)=?ff *(*), i, k^ l étant des nombres 
entiers à volonté. 

Soit 2*. w = — i-|-i*sin*9, la fonction n(»,c, ^) pourra se 
réduire à la fonction n(inang*^ > *> A) par la formule du n** loi. 
De même si l'on a «'= — i+^*sin*A^ la fonction Tl(n\ Cy (p) 
pourra se réduire à la fonction n(A*lang*^, ^> X). Mais on verra > 
comme dans le cas précédent, que les deux fonctions II (4*tang*^^ ô, fl), 
il (3*tang* ^, bj X), peuvent se réduire l'une à l'autre, si les angles 
8 et X , déduits des paramètres n et n'y sont tels qu'on ait l'F ( & , X ) 
ï±=ff (i, 6)= /F' (À) , À: , i , / étant des entiers. Donc cette condi- 
tion ayant lieu, il sera toujours possible de réduire l'une à l'autre les 
deux fonctions n (/», c , ^), Il (n'y c, ^). 

Soit 5*. » = — • c*sin*ô, la fonction n( — c*sîn*fl, c, ^) pourra 
se réduire a la fonction n( — c* sin* ^ , <?, 0) par la formule du n* 94; 
semblablement la fonction n(— • c*sin* X , c, ^) pourra se réduire à la 
fonction II ( — c^ sin* ^ > c> X). Supposons qu'entre les angles fl et X, 
déduits des paramètres , on ait la relation i F (c, X) =fc kF(cy 6)= /F ' (c), 
iykyl étant des entiers; alors on aura parles principes connus, 

I n (— <?• sin*(p, Cy X).=t: itn (— c»sin*^ , c, fl )=/n' (— p*sin*(p, c)+W, 
W étant une quantité déterminable par logarithmes. Donc la fonc- 
tion n(— »c* sin*^ , c, X) pourra être exprimée par la fonction 
. n( — ^*sîn»(p, c, 6), et réciproquement. Donc eu général, si la 
condition mentionnée a lieu, les deux fonctions n( — c^ sin'fl, c, ^), 
n ( — c* sin*X, c, (p) seront réductibles l'une à l'autre. 

On voit directement un exemple de cette réduction dans la for-< 
mule du n"" 5a. Mais 1^ symptôme général que nous venons de 
donner, donne les moyens de multiplier à l'infini ces sortes de 
comparaisons, et prouve que toute foncdon donnée de troisièmd 
espèce peut être transformée en une infinité d'autres qui n*en diffé- 
reront que piir le paramètre, 
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La formule du n'' 4^ , qui est la plus simple et la plus remar- 
quable des formules de compaT^aison^ est comprise dans le symptôme 
général donné pour les deux premières formes , puisqu'en faisant 

n x= cot*6 et — =: cot* A, on a entre les angles et A , la relation 

c lang fl tang X = i , d'où résulte F (* , 6) + F ( &, X) = F' (b). 

La même formule servirait à comparer les deux fonctions 
n(— i+**sin*fl), n (— i+*«sinV); car en faisant »=— i-f-**sin*0^ 

— = — I -f- i* sin^ A, il en résulte encore c tang fl tang X = i. 

Exemple d^une transformation particulière de Jonctions 
elliptiques de la première et de la seconde espèce. 

(il 6). Deux fonctions elliptiques de la première espèce peuvent 
être transformées Tune dans Tautre y si leurs modules appartiennent 
à une même suite ou échelle.... cr% dy c , c% c**, etc. formée suivant la 
loi connue. Cette propriété s'étend aux fonctions de la seconde et de 
la troisième espèce , pourvu qu'elles soient jointes à une fonction 
de la première espèce y dont le coefficient puisse changer à volonté. 
Mais si les modules des deux fonctions comparées ne sont pas 
compris .dans la suite dont il s'agit, il y a très-peu de cas où la 
réduction d'une fonction à l'autre soit possible ; nous ne connais- 
sons qu'un seul exemple où la réduction indéfinie ait lieu entre 
deux fonctions dont les modules sont complémens Tun et l'autre y et 
c'est cet exemple que nous allons développer. 

Considérons la formule R == /- — ^ — t <r^ ^o^^ ^^^^ intégrée depuis 

il ^ 

z=o; je feis i — z'=:Q^ , ce qui donne z^=; — ^u" *+V^(iH-i«'''), 
et j'ai la transformée 

Soit m = v/4 ye\nmt=. t^-^ i , on aura pour seconde transformée 
P_a r dt 



?^ 
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Enfin soh n = \/5jt=:n lang ^ ^ , c* = ^ ^ , on aura pour Iroî- 
sième transformée 

Pour déterminer la constante, soit z = o, on aura ii=o^ ^= i ; et 
si l'on fait lang ^ A= - , on aura ^ = A ^ de sorte que riatégrale 
cherclie'e sera 

Si nous prenons un second angle |t tel que b tang /i tang X= i , afîn 
qu'on sli'P {c y X)'+'¥ (€jfjL) = f'(c) y il en résultera tang/jL = r cot X 

z=T . ^ ~^ = — =;? v/("~3y* Cette valeur est celle qui pour le 

xnodule c -donne F(c, ft) = JF*(c); donc F(c, X);5sf F"(c ) , 
et enfin 



m/t 



L'intégrale entière prise jusqu'à z =: i se trouvera en faisant ^s:^, 
et sa valeur sera 

R'=— .|FY^). 

771/1 * ^ ^ 

(117). Faisons maintenant usage d'une autre transformation pour 

3 2 
avoir la valeur de R. Soit j/( i — 2')= i , ce qui donnas 

(jr^^ i) z^ 4- ^jrz— 5r% zz=zyJ^. ^^^7'^""^^ j OU aura d'abord 

R = r^ (t "^ y ^ ®* achevant la substitution , on trouve 

Soit maintenant mjrz=^ i ^x%on aura 

Soit enfin ^ = n cot i «# ^ et i* ;^ ■ ~ *^^ j on aura pour dernière 
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transformée 

Il n'y a pas de constante à ajonter , parce qu'en faisant z =: o^ on 
a successivement j- = oo , jz; = oo, a = o. 

Si on fait z = i pour avoir l'intégrale complète ou définie , on 
aura^ = i > ^*= /w — i > cot 701= lli^ZLli. jyiaJs l'angle ô déter- 
miné par réquaUon cot i 6 = ^^"^"'^ est tel qu'on a F(*, 8) 
= |F'(A). 

En effet nous avons trouvé par les formules de la trisection 
(art. 24) que pour le module * = t V^C^"" V^S), on satisfait à 

l'équation F^*, >)=j F" (*), en prenant cos y:=i(jn—\)y (^^^^ ; 

soit m — I = «V , on aura cos 7 = «r t/(2 + «• ), et sin y = 
|/(i — anv — /iV). Mais l'équation m = i 4-'^*^ éfaut élevée au 
cube^ donne i=/î^/4-«*^+'^''^;donc i — 2/ïV — ^«V=/^•(/^— ar*-f-2/^)^ 

et par conséquent sin j^ = n(i — r) \/r, tang>= - ^--— — > Soit J^ 
l'angle qui donne F(ô, J^)+F(i,>)=F" (ô),ouF(ft, J^)=JF'(*), 
on aura c tang / tang> = i ; donc tang <f = — ^=p^^-j-jj^=^— ^, 
et langi «r= |/r= ^^"' "~ '^ . Cetle valeur e'tant celle de col \ 9, il 
s'ensuit qu'on a i «T+iftzzs i-tt, ou 8 = * — cT, donc F(i, fl> 
== aF' {b) — f F'(6) = |F' (*). Donc enfin 

Comparant les deux valeurs trouvées pour R', on en tire 

F'(c) = /i*F'(i)=v/3F'(*), 

ce que nous avons déjà trouvé (n** 4^ )• 

Et si l'on compare les deux valeurs de R , on aura, quel que soit 
9 , cette formule générale de réduction entre deux fonctions de diffé- 
rens modules 

F(c,^)-|F«(c) = v/5F(*,û.>. 
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Enfin soit n = v/3, « = » lang i ?> , c* = -=^ , on aura pour troi- 
sième transformée 

Pour déterminer la consUnle, soit z = o, on aura uz=o, ^= i ; et 
si l'on fait tang ^ A = - , on aura (p = A , de sorte que Tiatégrale 
cherclie'e sera 

R = J;^[F(c,<p)-F(c,X)]. 

Si nous prenons un second angle fA tel que b tang fi tang X= i , afin 
qu'on aitF(c, X)-{-T (c jfji.) = F'(c) /d en résultera tangft=jC0tX 

— i .îî-=i = i^=si/('-^\ Cette valeur est celle qui pour le 

b an n y KY' 5/ 

module c^QnueF(c,^) = iF'(c); donc F(c, X)ss|F'(c), 
et enfin 

R = -i-[F(^,<p)-fF'(c)]. 



L'intégrale entière prise jusqu'à zs=i se trouvera en faisant ^s^-v, 
et sa valeur sera 

R'=— .fF'M. 



avoir la valeur de R. Soit i/( i — «')= i — -> ce qui donne 
(^3_i) 2.^. 5^2— 5^*^ a_^ t/(^)r^^)^-t/5 , ^^ ^^j.^ d'abord 

R = ri ^-i — J^V et achevant la substitution , on trouve 
Soit maintenant mjr = i -f^ a:% on aura 

Soit enfin jer = n cot ^ c» ^ et &* = ?~^ ^ on aura pour dernière 
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transformée 

Il n'y a pas de constante à ajouter^ parce qu'en faisant 2 =: o^ on 
a successivement j- = 00 , z = 00, a = o. 

Si on fait z = i pour avoir l'intégrale complète ou définie ^ on 
aura^ = i > «r*= /w— ' i j cot ^ a> = ili^Zlii. Mais l'angle ô déter- 
miné par réquaUon cot i fl = ^^"""'^ est tel qu'on a F(*, 8) 

En effet nous avons trouvé par les formules de la trisection 
(art. 24) que pour le module * = i |/(2— |/5), on satisfait k 

l'e'quation F(b,y)=^ F' (i), en prenant cos y=z(m—i)'yQ^^ ; 

soit m— I = nV , on aura cos y = nr y^{a -+- n*), et sin >.= 
^(i — a»*r» — nV). Mais l'équation m = i +«*/• étant élevée au 
cube, donne ï^n'H-nV-f-nVjdonc i — ^awV— «♦/•*=»•(/*— ar*-j-ar»), 

et par conséquent 8in3'=it(i — r) Vr, tang>'= .-— — • Soit cT 

l'angle qui donneF(ô, /)+F(i,>)=F'(ô),ouF(*, «r)=|F'(*), 

, , ^ . cotT acoty 9 1/r 

on aura c tang / tang > = i ; donc teng à' = -j-=i ^^^^^,^ =j^, 

et lang i «r= |/r= V^"'~"\ Cette valeur étant celle de cot ^ Ô, il 

s'ensuit qu'on a i«r+ift=: i-tt, ou 8 = * — cT, donc F(i,fl> 
= 2F' (6) — f F'(6) = |F' (*). Donc enfin 

R' = i.|F'(i). 

Comparant les deux valeurs trouvées pour R', on en lire 

F'(c) = n-F»(A)=/3F'(A), 

ce que nous avons déjà trouvé ( n* 4^ )• 

Et si l'on compare les deux valeurs de R ^ on aura , quel que soit 
ç y cette formule générale de réduction entre deux fonctions de diffé- 
rens modules 

F(c,^)-|F«(c) = v'5F(*,â.>. 
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Quant à la relation entre les angles m et ^ ^ on peut la déduire de 

lanalyse précédente^ et il en résulte 

, n sin ï «A ( &,») + cos^^ m 

o • ^ "^ n C08 5 «A (i , û» ) — sin^ ^ m 

Ainsi la simple substitution de cette valeur dans l'intégrale 

/ , .. ^ • > > f doit la transformer en n* / -7 — n^W-r , et c'est ce 

qu'on peut aisément vérifier. 

La fonction F(c, ^) s'exprime donc au moyen de la fonction 
F (^9 0)) et de la fonction complète F'(&) ; car on déduit des équa* 
tions précédentes 9 

F(c,<p)=v/5[F(4,«) + |P(*)J. 

On peut ensuite réduire le second membre à une seule fonction; car 
ayant déjà F(A, cT) =f F'(A) , si l'on prend un angle 4 ^'^ ^^ 
^^ (* > 4 ) = ^ ( *> ^) + F (6 , J"), ce qui se fera par les formules de 
l'art. 1 8^ on aura 

F(c,(p)=/5F(*,4); 

de sorte que les fonctions F(c,^),F(*,4) ^^^* ^^^ modules sont 
complémens l'un de l'autre ^ seront toujours entre elles dans un 
rapport constant. 

On peut d'ailleurs avoir immédiatement la valeur de tang 7 ^ 
exprimée en fonction de 4 > î^ sxsSSiX, pour cela de substituer dans 
la valeur déjà trouvée de tang 7 ^y celles de tang \ m ^K ^ {h j oè) 
qui sont 

^^P^ , ^ _ 8in 4a ( & , j^) — sin M (fe , 4) 
S • CO8 4 + co» l 

K r h ^ — ^(fr>4)^^>^) "H ^'^in 4^^" -^coa 4 ^o^ ^ 

et cette substitution n'offre aucune difficulté. 

(118). Cherchons maintenant la valeur de la fonction de seconde 
espèce E(^, ^) exprimée par la fonction E(i, a»), ou, s'il est né- 
cessaire , par les deux fonctions E (i, ») , F ( i, a ). Le moyen qui 
se présente naturellement est de substituer la valeur connue de 
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tang i ^ en fonction de » dans l'intégrale f^dp ; et comme on a 

/Adip = T-^ (i — c*sin»^)= r^-A (i— c*sin*(p), la substitution ne 

resterait à faire que dans le facteur i— c*sin*^; or on trouve 

^r ^ C^sin*®^ = t^ + ^ ("''~ ^^ ^^°''*^ ^ (ft,6>)— jn ain ^ cos « 

•^ ^ ^-^ 1 + A* — i »"sin'»+/i sio » co« <» ^ (6, •) 

Mais on Toit que le résultat de la substitution sera fort complique i 
et que si l'intégration n'offre pas des réductions inattendues et 
difficiles à apercevoir , il entrera nécessairement des fonctions de 
troisième espèce dans l'expression de£ (c ^ ^) 9 ce qui rendrait cette 
transformation illusoire. 

Il parait donc nécessaire de suivre une autre route pour arriver 
au but qu'on se propose. Pour cet effet ^ considérons la formule 
intégrale 

3, 

si on ùlt I — a^=s C-\ , on aura j?» =r — -i «"*-{- ^^(1 -{-^ u~*) , 
T =/x^«W=— ^ — /au»|/(4M^+,) - Mais l'intégration par par- 
*^" '^--^Fcè+Ô^- - ^ V/(4«'+ +/p^^. Donc 
T— V'C^^'+O— 1 r—HÊ!L-. 

Tout se réduit donc à trouver l'intégrale V = / „, ," , . Pour cela 
soit nr:=/^ et mussz <*— i , on aura 

Soit encore »* = 5 , < = » tang ^ ^ , c = i /(a + /5), et la trans- 
formée sera 



Digitized by 



Google 



i66 PREMIÈRE PARTIE, 

enfin 

et rintëgrale cherchée 

Il Êiut déterminer la constante de manière que l'intégrale s'éva- 
nouisse lorsque a: = o : alors u;= o^ / = i , tang j^=i, ^ = A, 

FCc,<p) = FCc,A)=|F"(c),E(^,X)==iE'Cc)+^:!i^(a~8ia,t) 

OU pour tout exprimer en fonction de ^ : 

Lorsque a: si^ona^s^^et cette valeur devient 

T'=2:^[E-(.)-(iî^)F(c)]. 

Or par une propriété des fonctions F' {c)y E' (c), qui a été démon- 
trée a- 39, on a E'(.)-^iF« (c) = ^y, donc 

rp, _^^ ^ 

^ ■^an'F'Cr)' 

(i 19). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro- 
posée T == /-3— -- — > et soit cominte ci-dessus j/(i — ^0:^)3=11 -^- . 
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la transformée sera 

^~ a y (y- 0' 1/(4/- O "^J (y^-O* • 

Cette transformée parait au premier coiip d*oeil beaucoup plus cort^ 
posée que celle qui est résultée de la première méthode; et il semble 
qu'on ne peut éviter d'introduire dans Fintégrale des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce y même de celles dont le paramètre est 
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui 
offre des rédactions très-heureuses. 

J'observe d'abord que la partie rationnelle s'intègre algébrique- 
ment et qu'on a 

J (/-!)• ~ -'y-i' 

Ensuite si on fait Zsa- ^ ^^V^~^^ ^ on aura par la diffiérentialion^ 

dz = —y'^y ^^ • 

1/(^-0 (y-iy ]/i4f-o ' 

donc 

J (3^=7y« v(4/-i ) ~ V 1/(4)^-1) ^ - ' 

Par ces diverses réductions on obtient 

Tout se réduit donc à trouver l'intégrale ^^ Ç^uS—i\ ' ^^ *^ ^'^" 
fait comme ci*dessus my"=: i -f- p*, on aura 

Si ensuite on fait f'ss /i cot | « , et i = j j/(a --• y/S), on aura 

Tj .^ ^ rd^^(i+n»cot*i •) 

TJ ..^ ^ / * rftf ^, /A* — 1\ / ^ df» , 

~ 4 j8in*i<^A(A,<.)^*'"V'4î?Vy ^Ci,«)^ . 



ou 
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enfin 

et l'intégrale cherchée 

V^(4i^±«h=i _. £2 A tang i ^ + 1=2! F H- î^. E + const. 

Il faut déterminer la constante de manière que Tintégrale s'éva^ 
nouisse lorsque xà=:o : alors «;= o, / = i , tang ^ ^ = - , ^ = A, 

=î E'W+^' û uuig i ♦ = j-j;^. Donc on . 

ou pour tout exprimer en fonction de ^ : 

Lorsque ar = i,ona^ = 'jr,et cette valeur devient 

T"=2Ç[E'(c)-,(=^)P(c)]. 

Or par une propriété des fonctions F* (c), E' (c)j qui a été démon- 
trée n« 39, on a E'(c)-î^iF' (^) = ^jî donc 

rri m J^ 



(i 19). Intégrons maintenant par un autre procédé la formule pro- 
pMée T = fs ^^"^ , et soit comme ci^-dessus |/(i— a:*)=3i — J. 
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la transformée sera 

Cette transformée parait au premier coqp d'oeil beaucoup plus conv- 
posée que celle qui est résultée de la première méthode; et il semble 
qu'on ne peut éviter d'introduire dans l'intégrale des fonctions ellip- 
tiques de la troisième espèce , même de celles dont le paramètre est 
imaginaire. Mais ces craintes se dissipent en continuant le calcul qui 
offre des réductions très-heureuses. 

J'observe d'abord que la partie rationnelle s'intègre algébrique- 
ment et qu'on a 

r Zydy{x+\f ) ^ _X., 

J '(V-o* ""••y-i- 

Ensuite si on feit Z==- y'^^^'["'^ on aura par la* diiïér«nlialion, 

~" »/(^-o cy-O" i/(4y'-o • 

donc 

Par ces diverses réductions on obtient 

T-i/3 r-y±—-.^ yV(4y-o . . r_. 

Tout se réduit donc à trouver l'intégrale l3s=i f.^A__^y , or « l'on 
fait comme ci-dessus my=.\ -f. p», on aura 

Si ensuite on fait p= » cot i » , et i = i )/(2 -r- /3), on aura 
ou 
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et en appliquant les formules connues, on a enfin 

U=î^[E(*,«) + coti«A(*,«)]-.îilî^F.(*,«); 

Maintenant si dans l'équation T = Uv/5 — ^a:,on substitue la 
valeur de U et celle àejrx en fonction de û»^ on aura Tintégrale 
cherchée 



mn 



yfisin^fl» (4— an^) cos* r»— 5(a — ^/i')coa<|a»— i -f-n^ain ^<i C03 j ''A(b,») . 

intégrale où il n'y a pas de constante à ajouter ^ parce qu'elle s'éva- 
nouit lorsque cù:==o. 

Pour avoir la valeur de l'intégrale complète T% soit âi = 0^ on aura 
comme ci-dessus F(*, a)=|F'(*),E(i,«)=|E"(i)-f-W,et on 

trouve W = — j^ sin «T sin 5^ (2 — sin 5^) = — -g sin'J^; donc 

T' = ^[E'(*)-(!^)F'(i)]+^[W+cot^flA(^fl)]-i; 

Mais par les valeurs déjà trouvées^ on a cot^ôs^/r, A(i,ô) 
s= -7— r-r:T , sin «T = ^^ • sin v= i — cos cT = -^ : d'ailleurs le6 
relations entre m^ n^ r donnent m=:i-|^/iV, n* s= -^ — ZET^» 
yii= ^^^~ 5 i/r=-Ci— *^)- Substituant toutes ces valeurs en 

fonctions de r dans la partie algébrique de T'^ et observant encore 
qu'on a 0= I — gr^H-Sr*— 5r% on trouve que cette partie se réduit 
k zéro , de sorte qu'on a simplement 

T' = ^[E'(A)-,(i^)p(A)]. 

Comparant cette valeur avec celle qui a été trouvée par l'autre mé- 
thode ^ il en résulte l'équation 

;^=:P(A)[E'(A)~(i±^)F'(*)], 

qui s'accorde avec la formule de l'art. 41* 

Nous 
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Nous obtenons ainsi sur les fonctions définies F'(c),F'(^), 
£'(c) y E' (b) y les mêmes rapports que nous avons déjà obtenus par 
une Toie plus simple. Quant aux fonctions indéfinies F(/^, ^) ^ 
T (bj ù>)y E(cy^ )y E(by ù)) , elles ont entre elles les relations 
comprises dans les deux équations 

F(c,(p)=««[F(a,«)+fF(i)], 

4 et £1 étant des fonctions alge'briques connues^ Tune de sin j^^ 
Fautre de sin ~ a»; d'où l'on voit que les fonctions F(c, ^), E(c, ^) 
relatives au module c , peuvent s'exprimer indéfiniment par les 
fonctions F( 3^ â»)y £(3^ d») ^ relatives au module complémentaire t. 

Des séries qui donnent , sans transformations y les valeurs 
approchées des fonctions elliptiques. 

(lao). n peut être nécessaire dans plusieurs cas, surtout dans 
les problèmes de mécanique , d'exprimer par la seule variable ^ les 
fbnctious elliptiques dont ces problèmes dépendent. Alors le déve- 
loppement se fera de la manière connue; mais les méthodes pré«- 
cédentes serviront toujours à simplifier beaucoup la détermination 
des coefficiens. 

Considérons d'abord la fonction F=s / "a > ^^ supposons -^ =: 

A — 2B cos 2^ + 4c cos 4^ — 6D cos 6^ H- etc. , afin qu'il en 
résulte 

F s= A^ — B sin a^ + C sin 4^ — D sin 6^ -f- etc. 

H s'agit d'avoir le plus simplement qu'il est possible y les valeurs des 
coefficiens A ^ B ^ C^ etc. Or par un premier développement on a 

■j- ss I + i ^•sin*^+ ^ c^sin^ç -|- ' ^ c^sin*^ + etc. 

Mettant ensuite au lieu des puissances des sinus, leurs valeurs ea 

2a 
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cosinus linéaires , on Uonve» uoe suite de la forme supposée , dont 
les coefBcieos sont aisé& à déduire les uns dfs autres. On a d'abord 
le premier 

A = i + -.<>' H- ^r;^g* + ;r^>c'+ ^,;^,.St.^ <x«+etc. 

Je le représente par 

A =» I H- wV + 7»V + »V+ «"c*H- etc. ; 
les autres seront successirement 



r — - 






etc. 

En général la nf'^* dies quantités G ^ D^ E^ etc.^ $e déduira de la 
précédente y en omettant son premier terme^ et multipliant les termes 

«uivaisis par ceux de lasuite . / </* ' i x » r j \7 i i!< t > v >/* ■ , ' /> « «te. 
*~ (7i+i)(2n+2) (i+OCan+S) (ra+0Ca'»+4) 

On pourra donc par ces suites^ trouver les valeurs de A, B, C, clc. , 
si le module c est une quantité assez petite; mais lorsque c diflere 
peu de l'unité , il faudrait calculer un grand nombre de termes pour 
n'avoir quVoe médiocre approximation. 

(i3i). La valeur de — étant multipliée successivement f^vdp^, 

d(p cos tK^.y dp. eos 49 jr ^c« ^puis iotégrée depuis ^s^o jusqu'à 
ç = ~ « ^ on aura 

3e.J«/^î^, 5Û.^=/-.^t^, etc. 
. Aiott chaqne coafficieat pent m détenninec en parUoilier par nioe 
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intégrale définie , et toutes ces intégrales ne dépendent que des 

deux fonctions F% £% qu*On sait étaluer dans tous les cas, atec toute 

la précision nécessaire. 

Les deux premiers A et B sont cetix qu'il icn{>orte de déterminer 

avec le plus de précision; ils se trouvent par les formules ^ A=F* 

ct^B=p:(F'— E') — F*, et si on substitue pour F' et E" leuw 
valeurs données u^ 65 et 77 , on aura 

A — — ^ . — p- . ^00 • ««^^ 

- = - + -^4.-5—+ etc. 

Ces deux premiers coefficiens étant trouvés ^ on peut en déduire 
tous les autres ; car ta dlffére&tiatit Téquation -^ tes A-^ aB cos aip 
4-4G cos 4^— etc-, on a 

S^2î2gï2^»4B sin «p -- leC »in 4(^ 

Multipliant le premier membre par —, et le seccmdpar la quantité 
équivalente ^ *--* i + cos 2^; multipliant de même par sin atf, les 
deux membres de Téquation — = A — :2Bgos 2^ +4G cos 4^ — etc., 

comparant les deux produits p et réduisant tous les termes en sûiw 
linéaires^ on trouvera 



a.SCxa 4B(J— i) — A 
5.5D = 16C (~ 1) — I.5B 
4.7E;= 56D(J— i) — a.5C 
S.gt = 64E (~ i) — 5.7D 



etc. 



En général ^ si A* désigne le nf^ terme de la «ttite B^ G^ D^ 
£ f elc* p fin aom 
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n(^2n — 1) A» = (a/i— a)* A-r> ^i — i) _ (/»— 2) (an — 5) A—* : 

c'est la loi suivant laquelle chaque coefficient^ à compter de D^ peut 
se déduire des deux précëdens. Le coefficient G ^ excepté de la loi 

générale, se détermine par l'équation 6C = 4B C^ — ij — A , ou 
plus directement par la formule 

_ = c-(i+- + -^H-— g— + «tc.) 

+ T V + — ^ — 4- ^ ^^''v- 

Lorsque c est fort près de l'unité, on déterminera E' et F' par les 
formules qui conviennent à ce cas , on en déduira les coefficiens A 

et Bpar les formules ^ A = F», ^B=:-J- (F'— E^ — F', on calcu- 
lera ensuite C par l'équation 6C = 4B (— "~ ^y — -^i "^^ autres 

se déduiront chacun des deux précédens par la loi générale que 
nous avons exposée ; et cetle loi sera d'une application d'autant plus 

sûre, que le fiicteur — ii^ i se trouvera, dans le cas dont il s'agit ^ 

peu . différent de l'unité. 

(laa). Les fonctions elliptiques de la seconde espèce pourront se 
développer de la même manière. En effet , si on considère généra* 

lement la fonction G =/(a-|-f sin*^) ^, ou, ce qui revient au 

même , G =/(«' + ^'cos aç) •— ^ les formules précédentes don- 
neront 

G=a'[A<p — Bsina(p4-Csîn4(p~Dsiu6^+etc.] 

Ainsi ce développement ne présente aucune difficulté nouvelle , 
et s'exécute par les mêmes coefficiens que celui des fonctions de la 
première espèce. 
On peut traiter de même les fonctions de la troisième espèce. 
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En effet, soit n =:=yi-p^*^- ; si on suppose 

n=: M(p — N sin 2(p + P sin4(p — Qsin 6<p + etc. , 
et qu'on différentie chaque membre par rapport à ^, il en résultera 
nne valeur de ~ qui étant comparée à celle de l'article précédent , 
donne les équations 

aP = i.(B— N) — aN — M 

3Q = -5.(C-P)-4P-.N 

4R = ^(D-Q)-6Q-.aP 
etc. 

D'où il suit qu'en supposant toujours A^ B^ C, etc. connus^ il suiKt 
de déterminer le premier coefficient M pour connaître tous les 
autres. Or en faisant (p = i ^ic y on a n* =M.i^. Ainsi M se dé- 
termine par la fonction complète n% laquelle ne dépend que des 
fonctions de la première et de la seconde espèce. 

On pourrait aussi déduire la valeur de M de celles des coefficiens 

A, B, C, etc., au .moyen de la formule connue .^ , s=s 
I + 2flt cos 2(p -f- aa* cos 4^ + etc. , où Ton a a = K^' T^nT' ; 

car en multipliant les deux membres par — et intégrant dépuis 
^=o jusqu'à ^=^^y on aura 

M v/(i4-7î)= A— 2Bct-|-4Ca* — 6Dflt'+ etcj 

Surface du cône oblique. 

(i25). Considérons d abord le cône oblique à base circulaire. FIG. n. 
Soit S le sommet du cône , C le centre de la base , SO la perpen- 
diculaire abaissée du sommet sur le plan de la base y SAB la section 
faite dans le cône par le plan SCO. Si on fait le rayon CA = i ^ ]a 
hauteur SO = A, la distance COsr/, et qu'on appelle où Tan^e 
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OCM, Taîre ASM correspondante à l'angle ùà sera exprimée par 



l'intégrale 



Z ==/i d:^ V/[A*+ (i — /cos «)*]. 



Pour réduire cette intégrale à la forme ordinaire , soit tang ^câ 
= m tang i ^ > et soit pris l'indéterminée m de manière qu'on ait 

si ensuite on fait <t— \^^ et c«»i-- ^ m* .~tJ^ ou 
aura la transformée 

Pour avoir la surface totale du cône , il faudra prendre cette inté- 
grale depuis ^ = o , jusqu'à <p = ^tt , et doubler le résultat ; ou ^ ce 
qui revient au méme^ il faudra prendre l'intégrale suivante , depuis 
<p = o jusqu'à ^ = j 'TT , 

^ ~ (i ^m^ J V(i + * cosrt» "*" (i ^ * cofl »)V' 

Soit de nouveau ee = cosd^ ou /;is=:tang|6. Si on fait pour 
abréger AS = A= l/[A*+ (i "^fY^y on aura en réduisant^ 

Mais par une première décomposition^ on a 

ri+gn-nsinV , £ Tfjg _ ^ -l. 3^t^!^!f^ T ^» 

Substituant ensuite pour la dernière intégrale la valeur que nous 
ftvons trouvée (art. 94) , le second membre deviendra 

Donc en prenant cette intégrale depuis f sss o jusqu'à ^ ss ^ ^ ^ on 
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aura Taire entière du c6ae 

Z'=2^coliO[(/»+i)n'(/i,c)— F'(c) + E'(c)], 

formule ou l'on a nzsicot* 6. 

Ayant déjà fait le plus petit apotlieme AS = A:^ si on fait le plus 
grand BS ssz kj on aura immédiatement y en vertu des valeurs précé^ 

dentés , tang ^ fl = t/(-rr Jî de plus, si on appelle Ç Tangle 7 (ASO 

+ BSO) que fait la perpendiculaire AO avec la ligue qui divise en 
deux également Vangle ASB , on aura c = sin Ç. Ainsi les quan- 
tités c ,ky 0, qui entrent comme élémens dans le résultat final, 
se déduisent immédiatement du triangle SAB. 

Au reste, comme la fonction complète II' (7z,c) peut s'exprimer 
par des fonctions de la première et de la seconde espèce , on voit 
que la surface du côue oblique à base circulaire , ne dépend non 
plus que des fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce , de sorte qu elle peut se mesurer par des arcs d'ellipse ; 
théorème qui n'avait encore été démontré que dans quelques cas 
particuliers. 

La surface du même cône, étant développée sur un plan , il 
en résulte un secteur dont l'angle se détermine par la formule 

et au moyen des mêmes substitutions, on a la transformée 

Cette intégrale étant prise depuis ^ = o jusqu'à (p = 3^ , on aura 
l'angle total du secteur 

v=^[(.+Dn.(»,,»)-SF.w]. 

On peut remarquer que si dans l'expression de Y on fait ^=:f ^, 
la valeur de V deviendra le quart de l'angle total Y'. On a en même 
temps a> = 0. Donc si on détermine le point M de manière que 
l'angle ACM = 6 , l'angle correspondant Y sera précisément le 
quart de l'angle résultant du développement de la surface entière 
du cône. 
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(124). Supposons en second lieu que la base du cône soit une 
ellipse. Soient /* la hauteur du cône ,/ et g les coordonnées du 
point où la perpendiculaire h rencontre le plan de la base, y étant 
prise dans la direction du demi-grand axe de l'ellipse x , et g" dans 
celle du demi-axe conjugué b. Soit Ç l'amplitude d'un point quel- 
conque de l'ellipse , les coordonnées de ce point seront a:=sin^ , 
j"=^b cos ^ , et l'élément de la courbe ds = Ld^ ; si du sommet on 
mène une perpendiculaire sur la tangente en ce points le quarré de 

cette perpendiculaire aura pour expression h* 4- (^ ^ ^ » 

donc l'élément de la surface du cône sera 

dZ = id(p ylh^Ci — c*sin»^) + (g cos (p + i/'sin ^ —*)*!• 

Cette différentielle parait fort composée; cependant si on fait 

• j • ^ 2» ^ 1 — ** j^ ^dz 

tangi(p=s, ce qui donne sin^Œ jq— i, C05^=^-^.,</^= j-q— ;• 

on aura la transformée 

et puisque la variable sous le radical ne passe pas le quatrième degré, 
il est clair qu'on pourra trouver l'intégrale Z au moyen des fonctions 
elliptiques. De plus, comme il suffit pour avoir la surface totale du 
cône y de connaître l'intégrale lorsque (p = 2^, il semble que le résul- 
tat final ne doit dépendre que des fonctions complètes delà troisième 
espèce et des espèces inférieures , lesquelles , au moyen des réduc- 
tions connues , ne. dépendent elles«mémes que des fonctions de la 
première et la seconde espèce ; de sorte que l'aire entière du cône 
pourra encore être exprimée par des arcs d'ellipse. Mais il est 
nécessaire d'entrer dans quelques détails pour justifier cette cou- 
clusion. 

(ia5). Pour faire disparaître les puissances impaires de la variable 

sous le radical dans la valeur de dZ, il fout d'abord supposer z =?^^; 

et parce que la quantité sous le radical n'a , dans le cas dont il s'agir ^ 
que des facteurs simples imaginaires , le résultat de la substitution , 
après avoir déterminerai eiq, contiendra un nouveau radical de la 

forme 
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forme v/[(i + a*JC*) (i + ff^Jf*)]. Pour ramener ensuite la transfor- 
mée aux fonctions elliptiques y il faudra , en supposant a > ^^ faire 
ax =: tang ^^ et 4 deviendra l'amplitude de ces fonctions y tandis 

que leur module c sera déterminé par l'équation c* = i «^ — ^, La re-^ 

lation entre ^ et >(/ sera donc telle qu'on aura-tang { (p s=: ^*y^*^ ?£J'. 
Or je dis que cette équation peut toujours se mettre sous la forme 

tang(4 — F) = Atangi (^— jt^), 

A, ft et F étant des quantités constantes. En effet si on faittangl/^ss^ 
et tang y^=t, l'équation précédente donnera 

tang 4—^ _ A(tangi^ — 
i +tf tang 4 i + t tang i ^ * 

Substituant la valeur de tang 7 ^ en fonction de tang 4> on aura 

tang 4 — ^' A(pat + gtang 4— ^*-*<taBg4) 

1 -f- t' tang 4 "^ * + *^6 4 + P*^ + 9* **"S 4 

Celle équation devant avoir lieu quelle que soit tang 4 > soit 
i\ tang 4 = ^S on aura 

Soit 2'. tang ^ 5= — ?> on aura 

1 ^€tf 

Egalant ces deux valeurs de £^ on aura pour déterminer (f^ l'équation 

On aurait semblablement pour déterminer t^ l'équation 

a^ a (7 — a*/?) '^ 

5\ Enfin^ pour que l'équation ci-dessus devienne entièrement ideur 

a5 
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Cela posê^ Inéquation tang- (4 — r ) = A fang i (^— ;it) a Kctr pour 
tdiiteâks- valeurs correspondantes de-^ et «4/;, il en résulte qu'aux troi$ 
valeurs f:=fJLj ç=i^^fjL , ^=27r+ft, répondent ces trois valeurs 
lleramplitude des fonctions eDiptiques^ssrr, '^='|'ïr4-K,4'=?'7r+r. 
Mais pour avoir Taire entière du cône ,, on devra prendre l'intégrale 
Z depuis ^ = o jusqu'à ^ = :i7f ; ou , ce qui revient au même , 
depuis ^ = )x jusqu'à. ^= a^ *f-* /it;. on devra donc prendre les fonc- 
tions elliptiques qui entrent dans l'expression de Zi depuis •>(/ = y 
jusqu'à 4='' + ''^} o^> ^^ qui revient au méme^ depuis %[/ = o 
jusqu'à 4 =^' Donc il n'entrera que des fonctions complètes dans 
Texpression de l'aire totale y et ces fonctions se réduisent toujours 
aux fooctioBS de la preznière etd«la seconde espèce; d'où il suit 
que dans le cône oblique à base elliptique , Faire entière peut encore 
s'exprimer par des arcs d'eiUipse. 

Construction de la liffic la plus fOurtA âur la surface 

du sphéroïde. 

(i^G). Nous avons donné dans les Me^moires de l'Institut^ an i8o6, 
les équations nécessaires pour décrire la ligne la plus courte sur la 
surface d*un sphéroïde y et nous avons démontré que cette courbe , 
prolongée indéfiniment^ est composée dune infiifi té de spires égales 
et semblables ^ comprises entre deux parallèles également éloignés 
de l'équateur. Nous nous proposons maintenant de faire voir com- 
ment on détermine les differens points de cette courbe par le moytn 
des fonctions elliptiques^ et pour cet objet^il suffira de construire 
une seule moitié de spire comprise depuis le parallèle auquel elle est 
tangente jusqu'à l'équateur. 

11 faut d'abord se rappeter ce qui a été démontre dans le mémoîra 
cité y que la ligne la plus courte menée entre deux points donnés 
sur la surface d'ua sphéroïde , ligne qu'on a^tpeUe^ géodes ique , lors- 
qu'elle est tracée sur la surface du sphéroïde terrestre, fait toujours 
ftuûc d'vne %Be àt cette nature perpencbculaîre au méridien d'un 
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lieu déterminé y on tangente au parallèle de ce lieii^ Nous suppose- FiG.ii. 
rons donc que par lui, point A do«t la latitude est donnée , on fasse 
passer une perpeûdîcùlaftpe au méridien du Htxi A; il s'agit de cons- 
truire cftlte courbe , c'est-à-dire de déterminer pour chaque point 
M dont la latitude est donnée à ¥oloaté^ les élémens inconnus du 
triangle A1*M ,i8anr«îr, htlistaûce AM loesxweepat !^arc delà ligne la 
pluscourte^ k longitude du poniC M:mha5ui(éepar l-apgleP du triangle 
APM , Fangle M du même triangle qui représente en ce point la di- 
rection azimutale de la courbe ; enfin Tare PM àa «léridreii riicSbtle 
qui sera connu par ses coordonnées. De ces quatre élémens y deux 
peuvent être déterminés algébriquement , savoir , l'angle M et les 
coordonnées du point M dans le plan CMPj les deux autres^ savoir. 
Tare AM et Fangle APM ne sont assignables que par les fonctions 
elliptiques. 

îSok le Tiry^Q de l'iéquateur *€A =: A, le dend-axe CBtî= B , la 
distaii^e du ccfitre au foyer «de l'ellipse génératrice .|/(A^ — B*j=c AcT^ 
soit l la latitude dû point A J A celle du point M ^ P l'angle APM 
qui mesure la longitude dm point TMt, M Tangue aBÎmutd AMP; 
SDÎent de plus les coordonnées CT = r , TM == w , ^i l'arc AM= 5. 
lU'agit ^ idçtarmiœr toutes les *^^tdJit&iX,u^ M:^ s ^.P enionctiom 
de la variable A et des quantités donnéesu , 

Il ^t utik pour ^et obj^t de^isoj^slituer ^uap. latitadtf / iBt A des 
Jftti t)id0s réduites l' ^ Xj cafkuJées pepr J»5 formules 

taBg ^= ;j toag l^ iaxig A'œ j tang A. 

Cela posé y les éléneDS qui peuront é«re déterminés. idgébiiiqiMneat 
dane la question- ptropmée y 'SOnK >ir^sc:(B ^ iC% 44. se A cos h\ 

sin M ,= ^^^ y . Il suit delà dernière équaition que t est le maximum 

de A', et / celui de X. On voit aussi par les valeurs des coordonnées 
que A' est l'amplitude de l'arc PM; de sorte que cet arc, si on en avait 
besoin^ pourrait être exprimé par la formule PM= A.E (J^, A'). 

(137). Pour avoir ies deux autres démens ^ ctP , soft pris Fangle 
ç tel que sin A' = sin 2" cos^ , et on aura ( Mémoire cité^ n'' 4) ^^^ 
équations différentielleB 
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ds = àp- v/(B» 4- A»«r» siti*/' cos'^p ) 

rn C09^ dip 1/(B»H- A ' j^'sin» l' cog«f ) 

€tir *— — — 7—^ • . \*v A_ • 

A 1 — 8in'/^co8^^ 

Pour ramener ces expressions aux, formes ordinaires des fonctions 

elliptiques y je fais c*= g .,^" . ^ v > ou plus simplement csscT&in ly 

ce qui donne v/(B'+ A*cf*sin» T) =r t-, et j'ai d'abord iî = 

n ■ ' " 

-T^ j/(i — <J*sîn*^) ; dpnc 



Cette équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte 
peut être assimilé indéfiniment a ùii arc d'ellipse dont le demi- 

B 

petit: axe- €P =.Bj et le demir-gr^nd axeXD =& j^ <[^antitd plu» 
grande <;fuëB etifaoindre que A, pnipqtfôn-a ^ i=: A ?^. Si sur 

ce quart d'ellipse P/wD, on prend uu point wqui ait^pour aippU- 
tude ^^ ou qui sqit déterminé par les coordonnées Crzi^Bcos^^ 

7772 = -^ siu ^ ^ Fait; Vm de l'ellipse siéra égal eh lonsgoeur à Fârc 

AM de la ligne la plus couite. ' ' 

Ces déterminations ont lieu dantis toute l'étendue dé la cotfrbe 
qu'on veut construire; mais il suffit d'examiner le cours de cette 
courbe depuis ç=o jusqu'à ^==90% c'esl-à-dîre depuis le point 
A où l'on a A £7 /^ jusqu'au point I où la courl>e rencontre l'équa*- 
leur et où Ion a A=o. Au point A la courbe est perpendiculaire 
an méridien ou tangente au parallèle; au point I elle cbujpe l'équa^* 
teur sons un angle If tel qu'oa a>c9sIs:9:sinM.»; cos/'> de sorte 
que l'angle I est égal à la latitude réduite /•. 
t)ans ce même point^ la courbe AMI est égale aii quart d ellipse 

B/7jD,etona^=|E' (c). 

• • ' - . '1 

(128). Venons maintenant à la seconde formule qui donne la ïon- 

R B 

gilude P, on aura d'abord, en faisant nsstang'f, M= ïÂm^T'^ÂcôT/ 
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donc en intégrant 

p==■^[(/l^-c•)^(/^,c, ^) -c*F (c,(p)]. 

Par cette formule on déterminera pour chaque point M dont la 
latitude est connue^ la longitude P de ce point; et les calculs pour- 
ront être faits avec tout le degré d'exactitude que comportent les 
tables de logarithmes ^ au moyen des méthodes que nous avons 
données pour évaluer les fonctions F et n. 

Si on fait ^=go*, on aura la position du point I où la courbe coupe 
réquateur par la formule 

P' = ^ [(«+cO n- («, c) - c*¥'(c)] ; 

et comme la fonction complète U'(n, c) peut s'exprimer par des 
fonctions de la première et de la seconde espèce ^ il s'ensuit qu'on 
peut déterminer le point Ipar ces seules fonctions; ou, ce qui re- 
vient au même y par les seuls arcs d'ellipse. On pourrait déterminer 
de même une infinité d'autres points de la ligne la plus courte ; et 
lorsqu'on aura tracé la demi-spire AMI y on pourra de même 
tracer la continuation de celte courbe dans l'autre demi-sphéroïde, 
en observant que les points situés de part et d'autre à des latitudes 
égales , ont avec le point I des différences égales en longitude. 

(129). U est remarquable que la formule qui donne la valeur de 
l'angle P , est absolument de la même forme que celle qui donne 
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d'une 
portion de la surÊice d'un cône oblique à base circulaire (laS). 

Ce dernier angle est facile à trouver jusqu'à un certain degré d^ap-^ 
proximation y par de simples constructions géométriques y déduites des 
pyramides inscrites et circonscrites. D'ailleurs comme le cône oblique 
n'a de courbure que dans un sens^ cette surface est censée plus simple 
que celle du sphéroïde qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte sur 
la surface du sphéroïde , comme étant réduit à une moindre difli- 
culte par la construction suivante > qu'on tire aisément de nos- 
formules. 
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ds = àp- \/(B» 4- A»«r» siti* t cos*'(p ) 

rn coaf d(f l/(B»-<- A ' ^^'àn»/" cog*y) 

Pour ramener ces expressions aux. formes ordinaires des fonctions 
elliptiques 9 je fais c*s= g .,^" . , v > ou plus simplement C5=cr&în /^ 
ce qui donne v/(B'+ A*cf»sin* T) =r ?-, et fai d'abord ds :=^ 
•v^ ^/(i— ^^sin*^) ; dpnc ... 

Cette équation fait voir que tout arc s de la ligne la plus courte 
peut être assimilé indéfiniment a un arc d'ellipse dont le demi- 

B 

petit: axe- €P =:.Bj ef le demi-gr^nd axe. CD =^jf <piiantitc[ plu» 
grande ;<;fuè B et moindre que A , piïipqtfon a j s=:.A P^. ,Si sur 

ce quart d'elUpse P/wD, jo^ prend up poipir wqui ait' pour ampli- 
tude fy on qui sqit déterminé, par^ les coordonnées Cr=:?Bcos^^ 

B 

77n=s-^ sin ^ ^ lare Piti de Tellipse siéra éffl en lonigoeur à Tare 

AM de la ligne la plus couite. ' ' . 

Ces déterminations ont lien dams toute Tétendtié dé la convbe 
qu'on veut construire; mais' il suffit d'examiner le cours ûe cette 
courbe depuis ç=o jusqu'à ^ = 90% c'est-à-dire depuis le point 
A où l'on a A 3=^ /^ jusqu'au point I oii la courbe rencontre l'équa" 
leur et où Ton a A=o. Au point A la courbe est perpendiculaire 
an méridien ou tangente au parallèle; au point I elle cbujpe l'équa^* 
teur sons un angle If tel qu'on* a^cQsIsi^sinM.»; cos/'> de sorte 
que l'angle I est égal à la latitude réduite /.. 

t)ans ce même point ^ la courbe AMI est égale au quart d'èllfpse 

B/7jD , et on a^ = T E' (c). 

(ia8). Venons maintenant à la seconde formule qui donne la Ion- 

R B 

gitude P, on aura d'abord, en faisant R=;:taag*/'; M= hkcotl' ^^JÎ^l 
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donc en iatégrant 

Par cette formule on déterminera pour chaque point M dont la 
latitude est connue^ la longitude P de ce point; et les calculs pour- 
ront être faits avec tout le degré d'exactitude que coniportent les 
tables de logarithmes^ au moyen des méthodes que nous avons 
données pour évaluer les fonctions F et FI. 

Si on fait ^=90*, on aura la position du point I où la courbe coupe 
réquateur par la formule 

P' = ^ [(«+cO n- (», c) - c*F'(^)] ; 

jBt comme la fonction complète U'(n, c) peut s'exprimer par des 
fonctions de la prenûère et de la seconde espèce ^ il s'ensuit qu'on 
peut déterminer le point Ipar ces seules fonctions; ou^ ce qui re- 
vient au même , par les seuls arcs d'ellipse. On pourrait déterminer 
de même une infinité d'autres points de la ligne la plus courte ; et 
lorsqu'on aura tracé la demi-spire - AMI , on pourra de même 
tracer la continuation de celte courbe dans l'autre demi-sphéroïde , 
en observant que les points situés de part et d'autre à des latitudes 
égales^ ont avec le point I des différences égales en longitude. 

(129). Il est remarquable que la formule qui donne la valeur de 
l'angle P ^ est absolument de la même forme que celle qui donne 
la valeur de l'angle résultant du développement sur un plan d'une 
portion de la surface d'un cône oblique à base circulaire (laS). 

Ce dernier angle est facile à trouver jusqu'à' un certain degré d^ap- 
proximation, par de simples constructioDS géométriques^ déduites des 
pyramides inscrites et circonscrites. D'ailleurs comme le cône oblique 
n'a de courbure que dans un sens^ cette surface est censée plus simple 
que celle du sphéroïde qui est partout à double courbure; ainsi on 
doit regarder le problème de déterminer la ligne la plus courte sur 
la surface du sphéroïde y comme étant réduit à une moindre diffi- 
culté par la construction suivante > qu'on tire aisément de nos 
formules. 
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FIG.I3. Faites un triangle isoscèle pfp, tel que sa base /^f' reprédeMatnt 
l'axe aB , le côté pfoxi ;?'/ représente le rayon de l'équateur A; tirez 
pq de manière que Tangle p'pq ait pour sinus c , ou qu'on ait 
sin p'pq = sin l siafpp'. Sur pq comme diamètre y décrivez un cercle 
qnp dont le plan soit perpendiculaîre au plan du triangle fpq. Le 
cône qui a ce cercle pour base^ et pour sommet le point jT, est 
celui dont la surface étant développée sur un plan^ servira k décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde donoe. Pour cela^ 
soit QM un parallèle dont la latitude est A ^ on déterminera Sficces- 

B 
sivemen t les angles A', ^ e t », soit par les équations tang X'= j tan|r >. ^ 

cos ^ = -^jf , tang \ »= tang (45*— 7 ^) . tang ^ ^, soit par des 

constructions géométriques qui les représentent. L'angle cù étant 
trouvé, on mènera dans le plan de la base le rayon cn^ de manière 
que l'angle qcn:=icù ; trrant ensuite la droite ^n, et développant sur 
un plan la surface qfn, VsLU^e f du secteur produit par le déve-^ 
loppement j sera égal à l'angle P du triangle sphéroidique APM, et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M. 

Lorsque <p =90% on aura twsrsgo* — 7; alors l'angle produit par 
le développement du secteur qfn sera la moitié de l^ngle prodok 
jpar le développement de toute la sutîace^nq; et comme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits, il s'ensuit que 
l'angle P , mesuré alors par l'arc El , est moindre qu'un angle droil , 
ce qui s'accorde avec les propriétés connues de la ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplad. 

Détermination de Vuira de Vellipsoïde. 

(i3o). Soit l'équation de la surfiicie proposée, 

l'expression de l'aire , comprise entre des limites données , dépen- 
dra de la double intégrale 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 185 

mais Tune ou l'autre des deux intég^radons ne peut s'effectuer sans 
introduire des fonctions el}^> tiques qui ne permettraient pas d'ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible^ au moins p«r arcs de cercle ou par logarithmes^ on 
pourrait appliquer la méthode quje nous avons donnée dans les 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1788; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la manière suivante. 

Soit z=ccosBy on aura — -f-fc=sin*fl;soilensuite7'=:Asin^cosf , 

on aura x:=.asm9sui^. D'après ces équations, qui équivalent à 
l'équation de la surface, il faudra exprimer l'élément de l'aire en- 
fonction des deux nouvelles variables et ^. Et d'abord pour 
avoir la valeur de dxdjr^ je diflerentie l'équation jr£=asindsin^^ 
en supposant 6 constant, j'ai dx z=i ad^ cos^ ûn^; ensuite il faut 
avoir la valeur de djy en supposant x constante; c'est ce que 

donnera l'équation ^ 4-^==sin*^, d'où Ton lirej"4?'^==i*rfflsînflcosfl; 

donc dxdjr^=iahd^<^Bin^cos^. 

Substituant cette valeur ainsi que celles de or et ^ dans l'ex- 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger - ~ - =s= cT, 

— j3 — ZS16.J (y^ aura 

S ^/yîiWipdftsin6|/[i— (i^sin*^4-<coe»(p)sin*ft]. 

L'intégrale^ par rapport à 8, est facile à trouver par logarithmes; 
mais comme la formule qui en résulterait pour k seconde inté- 
gration , n'est pas du nombre de celles qu'on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous contenterons d'intégrer par séries. 
Soit donc cTsin*^ 4-6cos*^=sj[7, on aura, en développant le 
radical , 

S:==zjfabd(pd^ûn^(i^^-psm'^—^^^ 
Or en intégnni depuis A=s:o jmsqa'à âsl^ir, on a 

/jafinô=si, /i8siB^8 = |, /^sin*85=|^, etc. 
Donc il résulte de la première intégration, 
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FIG.I3. Faites un triangle isoscèle pfp, tel que sa base jypf représeRtatnt 
l'axe 2B , le côté pfoM /?'/ représente le rayon de l'équateur A; tirez 
pq de manière que Tatigle p'pq ait pour sinus c , ou qu'on ait 
sin p'pq = sin l siafpp'. Sur pq comme diamètre y décrivez un cercle 
qnp dont le plan soit perpendiculaire au plan du triangle fpq. Le 
cône qui a ce cercle pour base^ et pour sommet le point jT^ est 
celui dont la surface étant développée sur un plan^ servira k décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde donoe. Pour cela^ 
soit QM un parallèle dont la latitude est A ^ on déterminera socces- 

sivement les angles X\ ^ eioù^ soit parles équations lang X'=j tang A ^ 
cos <p = ^ , tang T »= tang (45* — \ t) . tang ^ ^, soit par des 

constructions géométriques qui les représentent. L'angle cù étant 
trouvé 9 on mènera dans le plan de la base le rayon cn^ de manière 
que Fangle qcnz=:(» ; tirant ensuite la droite ^n, et développant sur 
un plan la surface qfriy Tangle f du secteur produit par le déve-*- 
loppement ^ sera égal à Vangle P du triangle sphéroidique APM ^ et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M, 

Lorsque <p ^=90% on aura û> = 90* — I ; alors l'angle produit par 
le développement du secteur qfn sera la moitié de l'angle ptoduk 
îpar le développement de toute la sxxvîdiCe fpnq; et cotnme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits^ il s'ensuit que 
l'angle P y mesuré alors par l'arc El y est moindre qu'un angle droll ^ 
ce qui s'accorde avec les propriétés connues de la ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplati. 

Dêtermùtùtian de Vmra de Vell^MÏde. 

(i3o). Soit réquation de la sor&cie proposée^ 

^4-^ + ^ = 1; 

l'expression de Taire y comprise entre des limites données ^ dépen- 
dra de la double int^^rale 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 185 

mais l'une ou l'autre des deux intëg^rations ne peut s'effectuer sans 
introduire des fonctions ell^>tiques qui ne permettraient pas d'ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible^ au moins p«r arcs de cercle ou par logarithmes^ on 
pourrait appliquer ta méthode que nous avons donnée dans les 
Mémoires de l'Académie des Sciences, année 1788; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la manière suivante. 

Soit z=c cosO , on aura — -j-^=»în*fl; soit ensuite^7"=isinô cosf , 

on aura :r=;asindsiri^« D'après ces équations, qui équivalent à 
l'équation de la surface , il faudra exprimer l'élément de l'aire en ' 
fonction des deux nouvelles variables et ^. Et d'abord pour 
avoir la valeur de dxdjr^ je diflerentie l'équation jr£=âsin9sin^^ 
en supposant 6 constant, j'ai ^jrsâ^cosf sinO; ensuite il faut 
avoir la valeur de djy en supposant x constante; c'est ce que 

donnera l'équation -^ -f-^=sin'^, d'où l'on lirej"4r=**^sinflcosfl; 

donc dxdjrz=xabd^d^s\fi^cos^. 

Substituant cette valeur ainsi que celles de or et ^ dans l'ex- 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger ~ ■ = cT, 

— p — ;=5: €, on aura 

S ^>7îiWipdftsin6|/[i— (i^sin*(p4-^coe*(p)sin*ft]. 

L'intégrale^ par rapport à 8, est facile à trouver par logarithmes; 
mais comme la formule qui en résulterait pour k seconde inté- 
gration , n'est pas du nombre de celles qu'on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous contenterons d'intégrer par séries. 
Soit donc cTsin*^ 4-€cos*^=;?, on aura, en développant le 
radical , 

Or en intégnnl depuis A=s:o jusqu'à ^z=:\^y on a 

/jafinô=si, /i8aiii^8=s|, /^sin*8^g^, etc. 
Donc il résulte de la première intégration, 
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FIG.I3. Faites un triangle isoscèle pfp, tel que sa base jfff représeRtatnt 
l'axe aB , le côté pfoM ;?'/ représente le rayon de Téquateur A; tirez 
pq de manière que Tangle p'pq ait pour sinus c , ou qu'on ait 
sin p'pq = sin l siafpp'. Sur pq comme diamètre , décrivez un cercle 
qnp dont le plan soit perpenâiculaire au plan du triangle fpq. Le 
cône qui a ce cercle pour base , et pour sommet le point fy est 
celui dont la surface étant développée sur un plan^ servira k décrire 
la ligne la plus courte sur la surface du sphéroïde ^onoé. Pour cela, 
soit QM un parallèle dont la latitude est A, on déterminera socces- 

sivement les angles X'^ ^ et œ^ soit parles équations tang X'= j tan^^A^ 

cos (p = ^ , tang { «= tang (45*— \ t) . tang ^ (p, soit par des 

constructions géométriques qui les représentent. L'angle cù étant 
trouvé y on mènera dans le plan de la base le rayon en , de manière 
que l'angle qcn:=:ù^ ; tirant ensuite la droite ^n, et développant sur 
un plan la surface qfriy Tangle f du secteur produit par le déve- 
loppement j sera égal à l'angle P du triangle sphéronidique APM, et 
servira ainsi à déterminer la longitude du point M. 

Lorsque <p ^=90% on aura ctfsrsgo* — I; alors l'angle produit par 
le développement du secteur qfn sera la moitié de Tangle produft 
jpar le développement de toute la surface^/i^; et comme ce dernier 
angle est toujours moindre que deux angles droits, il s'ensuit que 
l'angle P , mesuré alors par l'arc El , est moindre qu'un angle d^oll , 
ce qui s'accorde avec les propriétés connues de la ligne la plus courte 
tracée sur un sphéroïde aplati. 

Dêterminatian de Vuin de Velli^MÏde. 

(i3o). Soit l'équation de la siw&cis proposée^ 

l'expression de l'aire , comprise entre des limites données ^ dépen- 
dra de la double intégrale 
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maïs Tune ou l'autre des deux intég^rations ne peut s'effectuer sans 
introduire des fonctions el}^>tîques qui ne permettraient pas d ob- 
tenir la seconde intégrale. Pour rendre la première intégration 
possible^ au moins p«r arcs de cercle ou par logarithmes^ on 
pourrait appliquer la méthode que nous avons donnée dans les 
Mémoires de l'Académie des Sciences^ année 1788; mais on par- 
viendra plus directement au même but de la manière suivante. 

Soit z=ccos^y on aura — -f-^==sin*fl;soitensuite7'=4sînôcosf , 

on aura x:=.asin9s\iiç* D'après ces équations, qui équivalent à 
l'équation de la surface , il faudra exprimer l'élément de l'aire en' 
fonction des deux nouvelles variables et ^. Et d'abord pour 
avoir la valeur de dxdjr^ je différentie l'équation xz=zasiaBs\xï^ , 
en supposant 6 constant , jai dxz=:ad^cos^ ûn^; ensuite il faut 
avoir la valeur de djy en supposant x constante; c'est ce que 

donnera l'équation ^ 4-p==sin»^, d'où l'on Xïrejrdj^^b^d&sva^QOS^i 

donc dxdjr z=zabd^d^ sin^cos^. 

Substituant cette valeur ainsi que celles de or et ^ dans l'ex- 
pression de l'aire S; faisant de plus, pour abréger — ^^^^ = ^9 
— j; — ;^ £, on aura 

S ^>7flWipdftsiii6|/[i— (i^sin*(p4-<coe»(p)sin**]. 

L'intégrale^ par rapport à 8, est facile à trouver par logarithmes; 
mais comme la formule qui en résulterait pour k seconde inté- 
gration , n'est pas du nombre de celles qu'on sait ramener aux 
fonctions connues, nous nous contenterons d'intégrer par séries. 
Soit donc <r'sin*(p 4-€cos*^=s;7, on aura, en développant le 
radical , 

S:=^Jfabd(pd^sin^(^i^^^psin'^^^^^ 
Or en intégnni depuis A=s:o jusqu'à fi^r^'tf, on a 

/jafînô=»i, /i8aiii^8=s|, /^sin«8^Ji|, etc. 
Donc il résulte de la première intégration, 
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Cette formule doit être intégrée de nouveau depuis ^=ro jusqua 
^ =T'7f; soient donc dans ces limites y/?ilp=-.P', fp*d^:=i -.P% 

fp^d^:=z-.V''y etc. ; et Ton aura ^ après avoir multiplié par 8, l'aire 
totale de Tellipsoïde 

8S=4'r.*(i-iF-3i5P'-5i-^P--^P"-etc.), 

fonnule dans laquelle il reste à substituer les valeurs suivantes : 

F = cT.i + i.i, 

P'= J^».l^ + /c.l.l4-«*.i:|, 

2.4 a a a. 4 

a. 4-0 • a. 4 a ' a a. 4 ' a. 4. 6^ 

etc. 

La loi de ces expressions est manifeste y et on peut observer 
que le terme général P^"^ est le coefficient de z" dans le déve- 

loppement de (i— J^z)~* (i — £2)"% ou dans celui du produit 

Au reste, la suite F, P% P*, etc. sera nécessairement conver- 
gente si cT et f. sont tous deux plus petits que Tunité, ce qui aura 
toujours lieu en prenant pour c la plus petite des trois quantités 
ay b, c. 

(i5i). Le problème de déterminer Taire totale de Tellipsoïde 
est résolu par la suite qu'on vient de trouver, aussi simplement 
qu'il peut l'être quand on n'a pour but que d'obtenir une approxi- 
mation. Mais il faut recourir à d'autres moyens , si on veut avoir 
un résultat dépendant seulement des fonctions elliptiques ou des 
quadratures algébriques. 

Dans 
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Dans la méthode précédente , nous avons partagé l'ellipse qui 
sert de base à la surface proposée^ en zones elliptiques concen- 
triques^ déterminées par les projections des sections £31! tes dans 
l'ellipsoïde y parallèlement à sa base. Toute autre manière de par*- 
tager la base est également admissible et doit conduire au même 
résultat après les deux intégrations ; mais il en est une surtout 
qui mérite detre soumise au calcul^ et qui semble promettre des 
résultats élégans. Je veux parler des projections qui naissent des 
lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées sur la 
surfisice de l'ellipsoïde. 

Monge^ dans ses Feuilles d'Analyse appliquée (édit. de l'an 9^ 
n* ig)^ a donné la construction de ces courbes^ comme il suit. 

Ayant supposé a>& et &>£?^ soit pris pour plan de projection 
le plan des x eXy^ qui est celui de la section principale dont ^ 
et b sont les demi*axes. Soient décrites dans ce plan une ellipse et 
une byperbole auxiliaires^ qui aient les demi*axes communs A et 
B ainsi déterminés^ 

^ = V(S=?)' 

le demi-axe A étant dirigé dans le sens du demi*axe a^ et B dans 
le sens de b. 

L'équadon de l'hyperbole sera j' =: jï(jt'— A*), et l'équation 
•0% 
de l'ellipse, j* = j;(A' — x*); elles se toucheront par le sommet 

où x = A, et d'ailleurs on peut observer qu'en vertu des sup- 
positions fiâtes on a A < a. 

Gela posé> soientars:^^, /=C , les coordonnées d'un point pris 

à volonté sur l'hyperbole, ensorte qu'on ait ^•=-j;(a* — ^A*); si, 

avec les demi-axes a e\Cy pris dans les mêmes directions que a et b, 
on décrit une ellipse , cette ellipse et toutes les ellipses décrites de 
la même manière suivant les diverses valeurs de et et €, avec la 
seule condition qu'on ait et < a , seront les projections sur le plan 
des Jtet^, de toute's les lignes de courbure d'une même espèce , 
tracées sur )a surface de l'ellipsoïde» 
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Les projections des lignes de courbure de Fautre^spèce^ qui seront 
des hyperboles y se détermineront semblablement tn prenant pour 
demi*axes de chaque hyperbole ^ les coordonnées a% ^^ d'un même 
point de l'ellipse auxiliaire ^ lesquelles doivent satisfaire à l'équation 

Les projections des lignes de courbure de la première espèce 
seront donc les ellipses tracées d'après l'équation 

en donnant à a toutes les valeurs depuis a = A jusqu'à a = a. 

Et les projections des lignes de courbure de la seconde espèce 
seront toutes les hyperboles décrites d'après l'équation 

en donnant à af toutes les valeurs depuis a' == o jusqu'à *'= A. 

Considérons plus particulièrement les ellipses qui sont les projec- 
tions des lignes de courbure de la première espèce. 

Lorsqu'on faita = A, onaS = o,j^=:o,de sorte que l'ellipse 
est infiniment étroite ^ et se réduit à son grand axe. A mesure que 
le demi-axe cl augmente, Tautre demi-axe € augmente aussi; et enfin 
lorsqu'on fait a^=a, l'ellipse de projection se confond avec la base 
de l'ellipsoïde, ce qui est le dernier terme des projections* 

(iSâ). Cela posé y cherchons l'aire de l'ellipsoïde qui répond 
à l'élément de la base dxdj y compris entre deux ellipses de pro- 
jection infiniment proches. L'une de ces ellipses ayant pour équa- 

tion^-*= — («t' — j:*) , on pourra faire a: =« sin 4 > ce qui donnerai 

yznC cos 4- Différentîant x en supposant et constante , on aura 
dxz=: âe^>|/ €Os4 ; si on passe ensuite de cette ellipse à l'cUipse infi- 
niment voisine y il fiiudra difierentier l'équation 



en faisant varier a seul , ce qui donnera j^cfyr =- _ ada fi — -—\ , 
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donc 1 élément de la projection 



Lorsqu'on fait varier 4 en supposant x constant , le point de projec« 
lion ne yarie que sur une même ellipse de projection ; de même 
lorsqu'on £ût varier a en supposant 4 constant , le point de pro- 
jection ne varie que sur une hyperbole de projection ; car en élimi* 

Haut» et € des ëqaations a:=:£^,€=^^, ^•=^(«'-A'), 
on * ^ = -Tî^^T^ ( JC* — A*sm*4)» ce qui est l'équation d'une 

hyperbole de projection , dont les demi-axes sont a' s= A sin 4 > 
^'=Bcos4. 

De là on voit que l'élément de projection dont nous venons de 
donner la valeur ^ représente le quadrilatère compris entre deux 
ellipses et deux hyperboles de projection infiniment voisines. 

Si on substitue maintenant les valeurs de x, j et dxdj dans Texf 
pression générale de S ^ on aura 

Cette expression parait au premier coup d'œil beaucoup plus com« 
pliquée que celle à laquelle nous avons été conduits par la première 
méthode ; mais en l'examinant de plus près^ on trouve qu'elle est 
susceptible d'une réduction fort remarquable. 

. En efiel,si on substitue la valeur g»=5^ («•— A*), on recon- 
naîtra que la quantité sous le radical se décompose en deux facteurs 
distincts^ l'un qui ne dépend que de «^ l'autre qui ne dépend que 
de 4 ^ de sorte qu'on a 

Si on observe maintenant que pour l'objet proposé il faut prendre 
l'intégrale par rapport à 4> depuis 4 = ^ jusqu'à 4=i^^ c* 
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l'iatégrale par rapport a a^ depuis a= A jusqu'à a=zai on verri 
que ces deux intégrales sont entièrement indépendantes l'une de 
lautre , et qu'elles peuvent être cherchées isolément ^ ce qui per- 
mettra de réduire l'aire entière de l'ellipsoïde à des quadratures 
algébriques , et même , comme on le prouvera ensuite ^ aux seules 
fonctions elliptiques. 

(i33). Soient donc 

.Z' sin*4 + 2;co8»4 \ 

ces intégrales devant être prises depuis 4 = jusqu'à 4 = î 'f» 
Soient encore 

ces intégrales devant être prises depuis a = A jusqu'à « = <i. 
La surface cherchée sera 

S = |-PM--ABQN. 

Ainsi tout *e réduit à trouver les quatre intégrales P,Q, M, N , 
dans les limites désignées. 

Pour simplifier les formules M et N ^ soit tang 4 = f tang»; 

ensuite n = ^ et c" = , -, ^* = g . ^ , U résultera de ces 
substitutions 

M "^ 
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Maïs par les réductions connues ^ on a 

/ * <fa iln^ét n sin# coa » A(c\ m) , F(c\ 9 ) 

Donc en étendant les intégrales jusqu'à 65=7^^ on aura pour les 
Taleurs complètes de M et N ^ 

(i34)« A l'égard des intégrales P^ Q^ comme a est toujours cotti-^ 
pris entre A et a ^ si Ton fait A= ^ sin /t ^ on pourra prendre 



1 — CO8* ft ain* Ç * 
et la substitution donnera 



P«a^sin>rf*^^^~^""°'^^ 
coa* ft sin' Ç 



g _ 6 r d: ]/ii — y-, in- X) 



On a £iit dans ces formules &'*== ^ « "^1::^^=== b^» ^^ ^^^^^ qu'on a 

A'' + c'* = I , et qu'ainsi les modules b' et £< sont complémens Tua 
de l'autre. 

^ la 

Soit le paramètre n=— ^j- = cot*X, on aura bsssasinX, et 

*'* = |; cosVt = ^ï£ , ou cos> = *'• sin* A j Tintegralç Q se rap- 
porte donc aux fonctions elliptiques de la troisième espèce^ dont 
le paramètre /i'= — cos* /i = — * A'* sin* A ^ et on trouver» 

Pour avoir la valeur de P^ il faudra d'abord emplojet cette fommule^ 
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de réduction 
ndr \/(i—b'* rin*0 .. n'sin t, cos XA jh', Q (.b'^+nT) y .,, «. 

Faisait ensuite ^ = î * , on aura les inte'grales complètes 

p Ë-rcos'^F'CiO+sin'-^E'Cy)— (i— a 8in«X+6"8itt«A)n'(»', *')] 

Q=;5i-J'(*')-^n.(,',y). 

(i35). Maintenant si dans l'expcession de Taiee S on subrtitoe les 
▼aleurs trouvées de M, N, P, Q, il en résultent 



Par un premier développement qui fait disparaître les termes où les 
deux fonctions n* sont multipliées , on obtient 

s=fn.(»,c')[(^,-OF-(*')+E'(*0] 

— f [^F'CcO-E'CcO] pp'(*')— cos»xn(«', *')]• 

Mais par les valeurs connues des fonctions n*, on a 

n'(», c')=sin-;0F'(</)+'^=^[i*+F'(c)F(i',A)-F'(c)E(4', X)J 

-E'(c)F(i',A) 

F'(6)-cos»xn'(«',*')=sin*ÂF'(i')+î^^[F'(*')E(*» 

' -E'(i')F(i',^)]. 

Substituant et faisant les réductions auxquelles donne lieu la for- 
mule connue f = F'(c') E'(6') + F'(*') E'(è') — F'C*>Ç' «;., on 
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trouvera 

J'observe qu'on peut encore simplifier ce résultat en prenant un 
nouvel angle r tel que F (*', A ) -f- FC^, f) = ï*' (*') î ^ ^»* PO«r 
cela qu'on ait c' tang \ taog y :=: i ^ ce qui donne cos v = -; on aura 

en même tempe E(*', X)+E(*\0=E» (1/)+ ^^;^- Donc enfin 
l'aire entière de Tellipsoide aura pour expression 

D'ailleurs comme on a A'» a=c 7- • rr—zji = t> . > 5 U en résulte 

II" Or — • C^ £P 8in »' 

A (i'y y ) =s^, de sorte que la valeur de 8S se réduit à cette forme 
très-simple , 

formule Sont on pourra Êdre l'application immédiate^ en se rappelant 

e* À* ^^« /* 

seulement qu'on a cos k=: - et 3'* == ,-*!"^ . 

Il est facile de vérifier cette formule dans les deux cas où Fellip* 
solde devient un solide de révolution; car si l'on a â=£ b, la formule 
donne pour Taire du sphéroïde aplati ^ 

et si l'on a iz=zCylz formule donne pour l'aire du sphéroïde alongéj 

8S c= î^ (y 4« sini' cos p) , 

ce qui s'accorde avec Jts résultats connus. 

Nous sommes donc parvenus à exprimer par des fonctions ellip-' 
tiques très-simples ^ l'aire entière de l'ellipsoïde qui ^ d'après les 
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autres méthodes ^ semblait devoir être ime transcendante beaucoup 

plus composée. 

(i36), n résulte de cette solution que la série trouvée par la 
première méthode , 

est susceptible d'être sommée k Faide des fonctions elliptiques ; 
.et c'est ce qu'on peut vérifier directement de la manière suivante. 

Considérons la fonction T(jr) ou sinoplement V ^ dont la valeur 
développée serait 

on aura par des différentiations successives , ^ 

Mais si on remonte à Torigine des quantités F^ P*^ P*, etc. ^ on trou- 
vera que la suite - (i +P^* •{- P^*-}- P^*+elc.) n'est autre chose 
que l'intégrale prise^ depuis 9=0 jusqu'à ^= 7 "X, de la différentielle 

Cette intégrale a pour valeur , 

Donc si on fait pour abréger, B.ss \/[i — («r+<)/*+<ré^], 
on aura 

d'où résulte en multiplîant.par dy et intégrant , 

Multipliant 
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Multipliant par ^£^ et intégrant de nouveau ^ on aura 

ou^ ce qui retient au méme^ 

. Soit maintenant yy^S" = sin 4 et A* s= ^ = ^ . *[~^ , on aura 
^ = -L ^ et 

Il reste à faire dans ces expressions j^=: i , ce qui donnera sin 4= ^J"^ 

co8 4=|/(.-/)=î,R=/(l~J^).ï/(i--«) = ^; donc 
la valeur cherchée 

d'où résulte enfin Taire de l'ellipsoïde 

bS = 2^£-+ ^[cos-4FCA:, 4) + sin*4 E(*, 4)]; 

et on voit que cette formule s'accorde entièrement avec celle que 
nous avons trouvée par la seconde méthode , puisque les quantités 
k e\ '\ ne différent pas de celles qui ont été désignées ci-dessus par 
V et V. 

Nous remarquerons enfin qu'on peut déterminer généralement 
Taire d'un quadrilatère quelconque compris entre deux lignes de 
courbure d'une espèce^ et deux lignes de courbure de l'autre espèce, 
n suffit pour cela de substituer dans la formule 

S=|-PM — ABQN, 

les valeurs des intégrales M, N , P, Q, prises entre les limites don- 
nées. Il faudra donc prendre les deux intégrales M , N entre les deux 
valeurs de 4 ^^ répondent aux côtés du quadrilatère dont les 
projections sont des hyperboles y et les deux intégrales P et Q entre 

2S 
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^es deux valeurs de x qui répondent aux côtés du quadrilatère dontlef 
projections sont des ellipses. Ainsi tous les quadrilatères dont il s'agit 
peuvent être déterminés par des fonctions elliptiques^ et les résultats 
deviendront plus simples si on les applique à la zone entière com-* 
prise entre deux lignes de courbure d'une même espèce. 

La figat'é i4 pounra tervir i faire mieux entendre les oonstntctîoas qae ce 
chapitre suppose. 

AKB est Tellipse principale dont les dertii-axes sont GÂ=a • CB=.i. 

L'ellipse et l'hyperbole auxiliaires sont représentées par ONG et OMI ; elles 
ont pour axes communs CO =A , CG = B. 

Ayant pris sur Thyperbole auxiliaire OMI un point quelconque M dont les coor- 
données sont Ca ^= £t , aM.= C , on décrit avec les demi-axes Ca=«e , Cb-=zC , 
Tellipse amC qui sera la projection d'une des lignes de conrbure de la première 
espèce 

L'ellipse a'm'C représente la projection d*nne antre ligne de courbure de la 
même espèce. 

Ayant pris sur rcllîpse auxiliaire ONG un point quelconque N dont les coor- 
données sont Ce = *', cN = C, on décrit avec les demi-axes Ce=ï«', Cjf=C',* 
une hyperbole emm' qui sera la projection d'une des lignes de courbure de la 
seconde espèce. 

L'hyperbole e'nnf représente la projection d'une autre ligne de courbure de la 
seconde espèce. 

Nous ayons fait voir qu'on peut déterminer en général par les fonctions 
elliptiques , l'aire de tout quadrilatère formé sur la surface de l'ellipsoïde, qui 
a pour projection mnm'n\ 

I}e quelques Jormules générales qui peuvent se ramener 
aux fonctions elliptiques. 

(iSy). La nature des fonctions elliptiques étant connue et appro-* 
fondie , il importe de ramener à ces quantités le plus grand nombre 
de formules intégrales qu4I sera possible. Comme la multitude em 
est infinie et aussi variée que les substitutions qu'on peut mettre 
en usage ^ nous nous conteuterons d'indiquer quelques cas où celte 
réduction a lieu. 

I. On peut réduire aux fonctions elliptiques l'intégrale 

t/(4i-f Cg^+^x^^/ur^V ^^ laquelle P est une fonction ration^- 
ndle de x. 
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Car si o^ fait or* = 2, on pourra supposer P:=M+N\/z> 
M et N étant des fonctions rationnelles de z , eX l'intégrale pro- 
posée deviendra 

dont les denx parties sont comprises dans les fonctions elliptiques. 

■3 , dans laquelle P est une 

fonction rationnelle de or, peut se ramener aux fonctions elliptiques. 
Car on peut toujours faire P=M+Njt^ M et N étant des fonctions 
rationnelles paires de x. Considérons la partie 

Si on fait y/(flt + €^*-4- y^) = ^9 ce qui donne 

X m^m ■■■■ - • 

il est dair que par la substitution de la valeur de x% Njt^^r ne 
contiendra d'autre radical que l/(€*— 4*>+ 4^2*) î donc toute 
la difficulté se réduit à intégrer une quantité de la forme 



dans laquelle Q est une fonction rationnelle de z^. 

( Quant à la partie t , si on £dt i/(*+€,r'+>a:^) 

5;? ^^ on aura 

^. -_ -g4- i/(g*— 4^+4'ty^ 

dx ^^ aj^*<jy 

D'où l'on voit que la transformée enjr contiendra une partie ration- 

neUe et une de la forme 

Ry'dfy 

V/(C»-4«>+4«y)* 
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R étant une fonction rationnelle dejr^ ; donc la formule proposéeest 
toujours réductible aux fonctions elliptiques. 

III. On résoudrait absolument de la même manière la formule 
/Pt/x v/(<M-^'^*+5^^)> I* c'tant une fonction rationnelle de x. 

Ces deux cas comprennent la formule /P^Kr (a -f-ffar*-f- 3.0:*)*^/ 

etaussilaformule/QrfrC<*+^J^-|-5:rO % Q étant une fonction 
rationnelle de^ ,- car en faisantes j:% cette dernière devient un cas 
particulier des deux autres. 

IV. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule 

•4- ' ' 
fPdxÇd+Cx'^yx^+S'x^) % P étant une fonction ration- 
nelle de X. 

Cette réduction peut se faire de plusieurs manières ; et d'abord si 
on fait Tune ou Tautre des suppositions 

^(A'^^Cx + yx'+J'x') = xy^J' + i, 

la transformée en z sera comprise dans les fonctions elliptiques. On 
peut aussi faire disparaître à volonté le coefficient et ou le coeffi- 
cient cT sous le radical; il faut faire pour cela jr= m+^, ou 

a: = /w+-, et prendre pour m une racine réelle de l'équation 

a+€/?i-f-5^/w*-fJVw^=o. Supposons qu'on ait fait disparaître de cette 
manière cT , alors on fera a -f- ^o? -f- yx^ = 2% ce qui donne 

^«. ^+V(l^'-4'^y+4yz^ ^ 

et en substituant cette valeur dans la formule proposée^ toute 
la difficulté se réduira à intégrer une différentielle de la forme 

y(C»— 2ty+4>z^ ^ Q ^^^^ ^^^ fonction rationnelle de z. 
V. On peut réduire aux fonctions elliptiques la formule • 

/v/(^,Hgx+7X-+/^+yxi+Ca;^+ita:«) > ^ ^^^"* ^°« fonction ration^ 
nelle de or. 
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Car si on fait a:* 4- i = xs ^ cette formule deviendra d'abord 



Jvi^ffi'- 



Vx'^dx 



3*)+ff (*•—») + >* + /]' 



ensuite comme on a ar=i « =fc y |/(z* — 4 ) 9 ^^^^^ valeur e'tant substi- 
tuée dans P, le résultat sera de la forme M ± N v/( «*— . 4) , M et N 
étant des fonctions rationnelles de z. De plus on a 

a: -f* 1 = X* y^(z + 2) 
a: — I s= db x' |/(a— -a) 

Donc toutes les substitutions étant faites ^ la formule proposée sera 

composée de deux parties^ Tune de la forme ^ ^ ^ x^ ,Z étant 

une fonction rationnelle de z^ et Q désignant le polynôme a(js^— . 5z) 

4. €{z^—2)+yz+<^, l'autre étant de la formef-—^^, TJ étant 

aussi une fonction rationnelle de z. Donc la transformée en z sera 
iatégrable par les fondions elliptiques. 

VL On pourra donc intégrer de même la formule. . : 7 

f^(C+yf+i^+yy^+ gy*) > ^ ^^^^ ^^^ fonction rationnelle àej. 

Car si on fait P=M+I^, M et N étant des fonctions paires 
de^^ et quon appelle R le radical , la partie ^ rentrera dans le 
cas précédent , en faisant « = et j^*=:x. L'autre partie ^^^ 
se réduit pareillement à une fonction elliptique en faisant r*=x. 

VIL On peut ramener aux fonctions elliptiques la formule 

^(x+Cj4-f^3:«) y p ^^^^^ "^® fonction rationnelle de x, pourvu que 
et et y soient de même signe. 

Car en faisant y=icun* et inx ==j^, cette formule se trouvera 
comprise dans le cas précédent. 
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VIII. Soit proposé la formule %^f—^—^^ Q éUnt 

une fonction rationnelle paire de sin ^ ^ et /7i étant plus grand que 
l'unité. 

Pour ramener cette fornmie aux fonctions elliptiques^ soit d'abord 

miss-r^y on voit que « doit être la plus grande valeur de ^. 

Soit donc sin ^ =: sin a sin 4 9 et c=: sin a , la transformée sera 

Z= Ct/T^^^JS > ®* Q deviendra par la substitution^ une fonction 

rationnelle paire de sin ^^ de sorte que la formule proposée sera ra- 
menée aux fonctions elliptiques. 

IX. Si on avait la formule Z s= f.. y^ . ^ . > m étant positif et 
d'une grandeur quelconque^ il suffirait pour ramener cette quantité 
aux foiftCttOM elliptiques j de faire çssî'*' — 4^^^ t^ ^^ ^** 

X. Soit proposé la fonnuk, Z =' /„(/+gc2t4-A«fn») > ^»* 
laquelle/^ g ^ h sont des constantes^ et Q une foactîoa rationnelle 
de sin ^ et cos ç. 

On fera d'abord ^ = ^^ + ^ > et on prendra l'indéterminée m de 

manière que tang m = -, alors la quantité y+^ cos f + ^ ^i^ 4^ 

deviendra delà forme y^ ± g^ sin* 4 > c* o^ *«ra Q^=(M-f- 
N sin 4 <^<>s 4) ^> ^ 6^ 1^ ^(^^t des fonctions paires de sin4« 

La partie V/^^^J^ ^^jT f^^^ être rendue rationnelle en faisant 

f dt,g' sin*4='^> aÎQsi il ne restera à intégrer que la difTéren- 

tielle y.f,^J^' «J ^^^^ ^ ®^^ évident que cette intégrale ne dépend 

que des fonctions elliptiques. 



XI. Si Ton a plus généralement 



=/i 



Si. 



V^(* 4- C €os 9 4-^ sin ^ 4- /co8^9 -|- t sin f cosç + Ç •in*f)* 

Q étant une fonction rationnelle de sin f et cos (p ; on fera tang^fss z^ 
ee qui donne sm (p= ~_^ cos ^ s=r -_, à^ = _p, et la trans- 
formée en % ne contiendra qu'un radical sous lequel la variable ne 
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passe pas le quatrième degré ; elle sera 4oac géaeralement réduc- 
tible aux fondions elliptiques. 

XU. Soit enfin Z = /t/|:(,,.+c«.i^^(y+/««.'»)3 * ^ ^''*"* '*"* 
fonction rationnelle paire de sin ^ ; si on fait tang 9 = m tang •>[/ ^ 

ce qui donne 8m'<p= -r^^r^-^:^^, cos- ^ = ^^^^j^^^j-^-^ . 
^==5?Â7f+ïSH' ^ transformée sera 



■=/ï 



Q^4 



Prenons rindélerminée /» , de manière qu'on ait a*m*4-C*/w*=<*% 
ou m» =; -7-^7-3; , l'intégrale précédente se réduira à la forme 

/,..,^ - > 1 X ; et comme parla même substitution Q devient une 

fonction rationnelle paire de sin 4^1^ formule Z se ramènera encore 
aux fonctions elliptiques. 

(i58)» Nous ne multiplierons pas davantage ces exemples de ré- 
duction ; ils suffisent pour indiquer les substitutions à faire dans 
les cas analogues h ceux que nous avons développés. Nous termi- 
nerons en réunissant dans un même tableau quelques-unes des 
formules lies plus simples dont 1 application se présente fréquem- 
ment dans les intégrales qui se rapportant aux fonctions elliptiques. 

J A — f V *^* ^-'1 Formules principales. 



f^ = iCF-E) 

/^ = ^(E-^*-F) 
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fLdup tang*^ = A tang ^ + F — aE 

fù?d<p = |Asm^cos(p+4z^E — |!f 

f^d<psin*<p = — i A sia (p cos (p + ^|~ E + ^ F 

/A<f(p cos»^ = i A sin ^ cos ^ 4- i^tf! £— ^F. 

Toutes ces intégrales sont prises à compter de ^ = o. 

De l'intégraU V^f^^^+^î^^^^: 

(iSg). Cette intégrale où le polynôme sous le radical manque de 
second terme ^ est généralement réductible aux fonctions elliptiques 
de la première et de la seconde espèce. 

En effet, si on décompose le polynôme a-f-^jr+p^x^ + ÉOtr^ ea 
facteurs réels du second degré y de cette manière : 

et qu'ensuite pour faire disparaître les puissances impaires de la 

variable sous le radical^ on suppose a:=^-^^^, on aura^ pour 

déterminer p el (/ y les équations 

a;?7 + X (;? + 9 ) -4- ajt* = o 
yy — X(y:; + 9)4-aF =0^ 

lesquelles donneront toujours pour p et ç des valeurs réelles^ en 
prenant convenablement les valeurs de X, fiyV ( art. S). 
Cela pesé y si Ton fait pour abréger y 

Q 5= ^' + Ay -t- ,* = - (y + i A) (;; -y), 

on 
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on aura 

jc« -)- Ax + A* = f'L^ 
et la transformée en jr sera 

Soît pour abréger , Y = V/C^CP + Qj*) (^ + N^*)] , on aura par 
le développement de la quantité précédente^ 

Mais par la différenlielle de — : — « on trouve 

Substituant dans cette quantité les valeurs de M, N^ F ^ Q^ on aura 
De là on tire ' 

Or les intégrales j-^ , /Y^ ^^ ramènent par les transformations 

connues , aux fonctions elliptiques de la première et de la seconde 
espèce ; donc l'intégrale V ne dépend généralement que de ces 
dsux fonctions , et par conséquent peut être déterminée par des arca^ 
d'ellipse. 

De Vintégrale Z = Ç ^ -. 

^ (!+/"«•) l/O + i'^O 

(i4o). Cette intégrale se ramène aisément aux fonctions ellip- 
tiques par les méthodes données dans l'article |37 ; mais le calcul 
mérite d'être développé dans quelques cas particuliers^ à cause des 

:»6 
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réductions qu'ils présenlenl et qui peuvent jeter un nouveau jour suf 

l'usage des fonctions elliptiques. 

Supposons d'abord 9 positif, /i étant à volonté positif ou négatif ^ 

si on fait v^(i + vz^) =/, et a«= - — x , on aura pour première 
transformée 

Cette intégrale peut se décomposer en deux autres ; soit pour cet 
effet. 

L'intégrale Q se trouve immédiatement; car si on met au lieu dej; 
sa valeur en fonction de 2, on aura 

Ainsi la quantité Q est donnée par un arc de cercle si /a est positif, 
et par un logarithme si /t est négatif. Tout se réduit donc à trouver 
la valeur de l'autre intégrale P. 
Pour cela , soit/ = 1 -f- x% on aura 

p r ^ fl(i+^')^^ 

Cette Intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont le 
paramètre est imaginaire, et nous avons donné pour cet objet les 
formules nécessaires. Mais dans le cas de a = 2 , l'intégrale P ne 
dépend que d'une fonction de troisième espèce dont le paramètre est 
réel, et c'est ce cas dont nous allons développer le calcul. 

Ajant donc fait et = 2 , ou v:=igfiy il s'agira de trouver l'intégnje 



•=/< 



a(i+x*)dx 



(x«+3)ï/C^+5*»+3)'- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ao5 

Pour cela, 80Ît/=v/5 elar=:rUDgi<p; soit de plus c= î /(a — y'S) 
;=sin i5% on aura la transformée 

^""J A \~ër""^6r*x--i8in'^>'» 
d'où l'on tire 

Pour avoir cette dernière intégrale , soit \/(i — c^sin*^) =:usin^ , 
la différentielle ;: — ^,^^^^n . deviendra *— , '*, ^ , et son intégrale 

sera ilog(^^|^; on a donc 

On n'ajoute point de constante , parce que cette intégrale s'évanouit 
lorsque ^=0, valeur qui répond à celle de 2=0. 

La valeur de P dépend donc de la fonction elliptique de troisième 
espèce n (— ^ ) , et il faut examiner si^ à raison du paramètre -—-, 
cette fonction ne pourrait pas se réduire indéfiniment à une espèce 
inférieure. 

Ayant le module c = i v/(2 — v/5), et son complément 
£ = 7(^(2 + 1/3)9 on voit immédiatement que le paramètre 
n= — « -^ se rapporte à la seconde forme du n"" So^ et qu'en faisant 

n= — 1 + i» sia* fl , on aura sin'fl = "7f ^ = 4"^^V^5, ou 

iinSses {/5 — I. Or cette valeur de sin est celle qui, suivant Far* 
ticle a4> satisfait à Téquation V(b, 6) = ^F'(£). Donc la réduction 
de la fonction n (— • ^ ) est possible^ et elle s'effectuera par La for«- 
mule du n"" 102 qui donne 






n s'agit donc de faire les substitutions dans cette formule; or la 

valeur connue de 8 donne .^/la = -, on a ensuite par les for- 

b* 8in S cos S r ' * 

mules du n* Sy, V=i4' sin fl sinfl^(iH-8in8), cos ô» = 1 — «ia ô 
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aô4 PREMIÈRE PARTIE- 

—: 3—^/5^ sîn fl.=: r sin 6 ; donc V = — . On a en second Ken par 

les formules du même article ^ 

W = rp;?»'^ **°S -*h^K? I-3P7 arc tang ,+^,„.eo,'flcosC 

Substituant les valeurs de 8 et 6.^ faisant de plus /l'si'tang*^ et 
l/a = -: . on aura 

•x-ttr sîn cos^ . r tang 9 , sin co8 ^ . rA fane » 

Donc la fonction IT ( — i ) se réduit à la première espèce par la 
formule 

n(-j)= (.-1) F+3i«cu.,î'-2fî+3l«c «.g I^f . 

Substituant cette valeur dans celle de l'intégrale P^ on aura enfin ^ 

t)'oii Ton voit que Tintégrale P devient finalement indépendante des 
fonctions elliptiques y et que son expression ne renferme que des 
arcs de cercle et des logarithmes. Il en est par cotiséquent de 
même de llntégrale proposée Z dans le cas oii l'on a et = 2^ ou 

Si on veut avoir la valeur de Z lorsque js =:=: oo ^ il faudra faire 
^ss'n'^ ce qui donne P = — ; d'ailleurs dans le même cas on a 
Q = - : donc Z = 7^. 

(i4i)* Les réductions nombreuses qui se sont offertes dans le 
calcul précédent^ doivent faire présumer qu'il est possible de 
parvenir au même résultat sans le secours des fonctions ellip- 
tiques ; c'est ce qu'on va mettre hors de doute de la manière 
suivante. 

' Remarquons d'abord que dans la formule Z ^ on peut changer à 
volonté le coefficient y en un autre /^ pourvu qu'il soit de même 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. flo5 

signe 9 et qu il suffit pour cela de faire z^^i^sz^v^/. Soit donc ps=5^ 
ce qui donnera pour le cas que nous considérons /a s j ^ et la for** 
mule proposée sera 



Zdz 



Je 



(3 + »•)»/(» +5*0 
Je fais z = ■ "T: > et j'ai la transformée 

(i^-a:*) dx 



'^—"'/^ 



0— *^V'0+J5»)* 



Je remarque ensuite qu'en fusant 

M=r — =1^ — 

N=r — =4:^2 — , 

on aura ^ Z «== a"^ (M -— N). Il ne s'agit donc que d'ayoir les inté- 
grales M et N. Pour cela , 

3 

Soit , 1*. v^(i +a^)= ^^y? , on aura M = a" îZ-^^^p. 

3 
Soit , a*. /( I H- JT^) = -^ , on aura N = a" ^/f^^^ 

Ces deux intégrales sont donc de la même fontie , et peuyent s'ex*^ 
primer par les arcs de cercle et les logarithmes. 

S'il fallait les évaluer séparément^ elles présenteraient une diffi- 
culté ; car l'intégrale proposée devant être prise depuis z = o qui 
donne a: = iet <=i, Tintégralé M contiendrait une constante 
infinie. 11 en serait de même de l'intégrale N; mais comme nott» 
n'avons besoin que de la différence de ces intégrales y on peut éviter 
entièrement Tinfini par un moyen fort simple^ 

On voit en effet par la nature de la question ^ qu'on aura la valeur 
de Z par la seule formule 

Xi/ 

pourvu qu'on prenne l'intégrale depuis p s= ^=-5-^^^-- — jusqu'à 
^ = i/ = -i — — — . L'intégration étant donc effectuée entre ces 
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âo8 PREMIÈRE PARTIE- 

limites toutes deux variables^ on aura généralement 

n 11 /1+W4-I**\ , V3 * 2tt + t 

2^= i^°g (x I.uT uO + T *"^ *^°g -W 

Si on veut avoir l'intégrale lorsque z = oo ^ il £iàudra supposer 

s 

|/(i -f- or*) z=i(» ^oà étant infiniment petit; on fera donc ^ =— 11?, 

et w = ^, ce qui donnera Z=^^ ; résultat conforme à celui 

que nous avons trouvé par l'autre méthode ^ puisqu'on a dans ce 
cas f4 = f 

(143)' Revenons maintenant a la formule générale ^ et suppo- 
sons que V est négatif^ ou^ ce qui revient au méme^ considéroni 
directement la formule 



z=/ n , 



dans laquelle nous supposerons v positif, fi étxaX à volonté positif 
OU négatif. Si (m fait ^/(i — r«* ) s=jr et «• s= - — i , on aura ta 
transformée 

»i^J («' +yo Va -y) ' 

qui peut se mettre 60u« la forme Z = -^^ (P^Q ) > «n fusant 

On tronve immédiatement la valeur de la seconde intégrale 

pour avoir celle de la première , soit^ == i •— x*, on aura la nou- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. »^ 

: Velle transformée 

Cette intégrale dépend en général des fonctions elliptiques dont 
le paramètre est imaginaire , et elle peut être ramenée à celles dont 
le paramètre est réel. Mais dans le cas de et = :2 , la solution se 
simplifie beaucoup et devient tout h. Êdt indépendante des fonc- 
tions elliptiques ; c'est ce qu'on vérifiera aisément en traitant la 
formule 

p ^ ^^^ — x*)rfx 

comme celle de l'exemple précédent. 

(143). On peut aussi 9 dans le même cas^ parvenir directement 
au résultat de l'intégration sans le secours des fonctions elliptiques. 
Et d'abord comme la valeur de 9 peut être prise à volonté ^ sup- 
posons F = 5 9 ce qui donnera /a s= j ^ et la formule proposée 
deviendra 

z=/ ^t , 

•'CP-»")V'('— 3»') 

3 X 

Soit v'Ci— 5«')=5i — - , on aura la transformée 

^~aj(i+x')(3x«— 1)"^ a JSx^+aar'— 1 * |/(3x++6x*— 1)* 

La première partie est rationnelle ; la seconde semble devoir se dé'* 
composer en deux fonctions elliptiques de la troisième espèce ^ i 
cause des deux facteurs du dénominateur Sx^+aje*— -i. Mais m 
on examine les choses avec plus d'attention ^ on trouvera qu'en fai** 

saut |/(5x*+6x*— i)=;9X, la seconde partie devient — ^ / V ^ , 
de sorte que la valeur totale de Z est 

« 3 r (i— x^)d:r 1/3 r dp 

Ainsi cette intégrale se dét^mine entièrement par les arcs de cercle 
et les logarithmes. 
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m8 première partie: 

Une pareille simplification aura lieu en général pôar la formule 

/ * (yx^ — et)dx ^ 

car si on &it le radical y^(cL^€x*'^yx^)z=zpx, celle formule 
deviendra r,^^ ; réduction fort remarquable et analogue a 
celle qui sert de base à la formule du n"" 46. 

ï que nous venons de déterminer 

dans ses deux diflférens cas^ se Irouve mentionnée^ P^g^ 116^ dans la 
liste que Fuss a donnée des ouvrages d'Euler ; mais le mémoire qui 
la concerne n'a pas encore été publié. Nous avons voulu faire voir 
par un exemple aussi remarquable ^ que la théorie des fonctions 
elliptiques conduit d'une manière sûre aux expressions les plus 
simples des intégrales qui s'y rapportentl 

(i44)- Indépendamment des deux cas dont nous venons de parler, 
il y en a un troisième où l'intégrale Z ne dépend que des arcs de 
cercle et des logarithmes. C'est celui où l'on aurait 

%:^r ^^ , ^ 

intégrale qui Èe rapporte à la formule générale du n"" iSq^ en 
faisant y=:ï,/x= — jet flt^= — 4' ^^ ^^ saurait alors éviter de 
rencontrer dans l'intégrale P des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire ; mais la réduction de ces intégrales conduira 
à un résultat entièrement indépendant des fonctions elliptiques. 
Nous n'entrerons point dans le détail de ces réductions, et nous 
nous bornerons à prouver par une autre voie , que l'intégrale Z peut 
être déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 
Pour cet eflFeJ, soit i -f-z' »= 4^^, on aura la transformée 

Mais si on considère l'intégrale T=/^ — — — ;, et qu*on &sse 

^^ -y ^ »/3-v/(4/-i) • .^_A y yy - 

^ donc 
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d«nc ' 

Ainsi on connaîtra l'intégrale Z si T est connu; or il suffit de 
faire /• = ^ ^ ^ et on aura T = ^ J^ * j donc Z se déterminera 
par l'équation 



et par conséquent Z peut s'exprimer par les arcs de cercle et les 
logarithmes. 

Ufes cas -principaux oie Von peut évaluer , par les fonctions 

elliptiques , V intégrale (^ = /V~- , prise depuis 

x^=iOjusquax^=^i. 

(145). Ces intégrales dont nous traiterons fort au long dans la 
seconde partie y peuvent se déterminer dans plusieurs cas par des 
fonctions elliptiques complètes de la première espèce. Ces cas sont 
ceux où Fexposant n est égal à l'un des nombres 3^4>^>^^' '^' 
Nous allons les examiner successivement. 

PREMIER CAS^ n = 3. 

La seule transcendante à déterminer est 
eXtA valeur déjà trouvëç («t 59) est 

SSCOITD CAS , /l = 4* 

(146). il suffit encore dans ce cas ^ de déterminer la transcendante 

(i\ î- p dx r à% 

«7 
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d08 PREMIÈRE PARTIE. 

Une pareille simplification aura lieu en général pônr la formule 

/ > (yx^ — «t)dx ^ 

car si on fait le radical y^(ùL+6x*+yx^):=zpx, cette formule 

deviendra rTZZTJTi réduction fort remarquable et analogue k 

celle qui sert de base à la formule du n"" 4^. 

i que nous venons de déterminer 

(3±a*)i/(i±:3a*) 

dans ses deux diflférens cas^ se trouve mentionnée^ page 1 16^ dans la 

liste que Fuss a donnée des ouvrages d'Euler ; mais le mémoire qui 

la concerne n'a pas encore été publié. Nous avons voulu faire voir 

par un exemple aussi remarquable ^ que la théorie des fonctions 

elliptiques conduit d une manière sûre aux expressions les plus 

simples des intégrales qui s'y rapportenti 

■* 

(i44)' Indépendamment des deux cas dont nous venons de parler, 
il y en a un troisième où l'intégrale Z ne dépend que des arcs de 
cercle et des logarithmes. C'est celui où l'on aurait 

%:^r ^^ , ^ 

intégrale qui Èe rapporte à la formule générale du n* iSg, en 
faisant y=ï,/tt= — j et flt'= — 4* ^^ ^^ saurait alors éviter de 
rencontrer dans l'intégrale P des fonctions elliptiques dont le pa- 
ramètre est imaginaire ; mais la réduction de ces intégrales conduira 
à un résultat entièrement indépendant des fonctions elliptiques. 
Nous n'entrerons point dans le détail de ces réductions, et nous 
nous bornerons à prouver par une autre voie , que l'intégrale Z peul 
être déterminée par les arcs de cercle et les logarithmes. 
Pour cet çflFe^, soit i -j-^' œ 4^, on aura la transformée 

Mais si on considère l'intégrale T=/^ — ^"-^—^y «t qu'on fasse 

^^ ^ y ^ »/3-V/(i(y'— 0» ^_ I y yy '^ 

^ donc 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, aog 

imnc ^ 

Ainsi on connaîtra l'intégrale Z si T est connu; or il suffit de 
faire /• =j^^ , et on aura T =^Jy~^ î ^^^^ ^ ^^ déterminera 
par Téquation 

et par conséquent Z peut s'exprimer par les arcs de cercle et les 
logarithmes. 

Ufes cas principaux où Von peut évaluer , par les fonctions 

elliptiques j V intégrale (^ = f^ 9 prise depuis 

X == ojusqu a x=^i. 

(145). Ces intégrales dont nous traiterons fort au long dans la 
seconde partie y peuvent se déterminer dans plusieurs cas par des 
fonctions elliptiques complètes de la première espèce. Ces cas sont 
ceux où l'exposant n est égal à l'un des nomibres 3^ 4^ ^> ^ ^^ '^' 
Nous allons les examiner successivement. 

PREMIER CAS^ /l = 3, 

La seule transceiidante à détermiijier est 

eX /w valeur déjà ^uvéç («L 39) est 

(i) = ai5-lF'(siai5*). 

HCOND CAS , nsss/^. 

(146). il suffit encore dans ce cas ^ de déterminer la transcendante 
/i\ x/ * dx r dz 

97 
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azo PREl^nÉRE PARTIE. 

rîntégrale par rapport a z devant être prise depuis z = o JMqQ'li 

^-^r^ . Qf Xuxie ou Vautre des deux formes coaduil au même 

résultat 

(I) = F- (sin 45-). 

TROISIÈME CAS^ /l = 6. 

(147). Toutes l«s intégrales représentées par Ç^j peuvent être 
déterminées dans ce cas par la seule transcendante 

La première forme donnei*a , en faisant — = i -f- z% le résultai 
^i^=a3 3"^ F*{sin a5'). La seconde donnerait, en ûiisant 

1= j*— I , le résultat (i) = 2^ S^^F' ( sin yS* ) , et de ces deux 

•valeurs on déduit F' (sm75')= v^SE' (sin i5*), ce qui est une 
^nroprîété counue de ces deux fonctions. 

QXrATRlÈMfi CAS, nt=S. 

(148). 11 faut dans ce cas évaluer les deux transcendantes 

La seconde, en mettant x* à la pkce de or , devient 2* •/ T/fz^RÎ 
et sa valeur est Q) =£ { F* («îû 45* )• 

Pour évaluer l'intégrale (-j^ nous choisirons la seconde forme 
où il s'agit d'intégrer la diflërentielle !^^,^ eoire ks licûteesso, 

<s = 00. Supposons cette intégrale trouvée depuis z = o jusque 
z = I > et appelons Q la partie comprise depuis z=i jusqu'à z=oo; 
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SI Ton ùilz = i , on aura la transformée Q = r'J^\\ > qui devra 

être prise depuis u= i jusqu'à i^ = o ; en changeant son signe ^^ 
Kntégralc dcyra être prise depuis n = o jusqu'à u z=z i; ti comme 
alors on peut mettre z à lia place de c^^ il est clarr que Fîotégrale 

cherchée / T/T-t^» prise depms z = o jusqu'à z = », sera égale 
à l'intégrale T = / J/^T% v> ^nse depuis zs a jusqu'à z= i: 

Soit I + z^ ^=^P^*y o^ 2uira v/( i + z* ) = z* V^(/>*— 3 ) , et par 
conséquent ^^=^ f \A;i2?y ™^^s Téqualiou i + z*=:;>z' donne 

donc on aura 

T=:r *''^ 

cette intégrale étant prise depuis psss 2 jusqu'à p ^ 00. 
Soit /> =ss 3 -^fr*j on aura la nouvelle transformée 

T =» r éi 

J vi:(</*+fl + i^a) (r+ a— V»)] ' 

qui devra être prise depuis ^=0 jusqu'à ^ = 0». Soit m*=3+i/a i 
^ = m cot ^ et c* = a y/a — a , on aura l'intégrale indéfinie 

T' SES — F' (c) r doac enfin la vakvr de la trauscendante cherchée 
(l)seïa 

(i)=r,-iF.(e). 

On a TU d^aîlleurs ( n* 64 ) que pour cette valeur du module c 
Il laquelle répond le module complémentaire b=s\/ù^^ i sstang J , 
oa a F*(c)5=5 yaF'(*). Ainsi la transoendante ^ y J s*exprime ^a* 
lemenl par a"4 F' (c) , ou par a* F' (*) = a^ F' (tang g\ 
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CINQUIEME CAS y n= 12.' 

(149)* Tontes les intégrales comprises dans ce cas seront déter* 
XQinées^ si on connaît les trois transcendantes 

(fl \ ± r xdx % Dlit c «^« 

(3)= ^7 v^I^:]ô= " *^°' Tî/tô+ô» 

les intégrales en x étant prises depuis a: = o jusqu'à a; = i ^ et les 
intégrales en z étant prises depuis z £= o jusqu'à z = oo. 

La seconde et la troisième se ramènent immédiatement aux for- 
mules déjà intégrées. En effets si au lieu de x* on met or ^ la seconde 
formule donnera 

et si au lieu de x^ on met a: ^ la troisième donnera 

Venons maintenant à la première intégrale qui parait présenter 
d'assez grandes difficultés. 

En choisissant la première forme y il s'agira de trouver l'intégrale 

/^ dx 
X=/— 7^3^ depuis x=o jusqu'à xz=zi. Pour cela, je fais 

X* — • — == q y d'où je tire successivement i + x* = y» -f- a. 
^-^=^+5,, ,-x-=^(^+3,), j;,^=-,^^|^.. 

il reste à trouver la valeur de ^j or de réquation ~— jc'ss: 7, 
on déduit i=.i9-|-v/(a^.+0; donc-.^t=id^H-i.p^. 
donc enfin la transformée sera 

V VX^Sç) ^ «y »/(,»+ 3). |/(9'+4)' 
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ees àtnx noirvelles intégrales devant être prises depuis 9^ = 
jusqu'à éjfs^Qo. Si dans la première on fait q=sp^y on aura 

/v7(^3^=/v^^î ^«"^ intégrale qui doit être prise égale- 
ment depuis;; = o jusqu'à ;? = 00 ^ se trouvera par la formule du n* 38 , 
et on aura pour résulut ^^^^f^^^ = -~- F' (sin 45-). 

(i5o). Il ne reste donc à trouver que l'intégrale 

cette formule rentre dans le cas vu cb l'art. 157 ; on fera 'donc 
m*=: la et ^'^ /w*=: yz, ce qui donnera d'abord 7^ + 77*+ la 

= 7' (z-— ^«•+7), et Q= /^(^.Lli^V7 )' "^"^'^ -^^ l'équation 
y*4- m* = ^z, on déduit successivement 

j. . '- . . • ^ * ' ». 

9 + m = ^* >/( Z 4- 2171 ) 

^ — m = rb 9* V^(z — -^am.) 
1 
ay» = v/( z rf- 2»») =t V^C Z — an») 

Donc .on aura la. transformée: . ! 

= r ^^ =fc ç uz . 

^ J Viz + am^.i/Çz^-^am^+j) J v/(z— am). V^(z'— am»+7) * 

le double signe db est relatif ^ux deux valeurs de (f qui répondeut. 
à une même valeur 'de z. La quantité z â potit miirfinié/w, ;^2i^^,J 
lequel a lieu lorsque ^zssm.; et là conr^spcnsdahicfe de -ces .dfux-' 
Tariables est telle» que depuis gz=z o jusqu'à 77 <te m ^ la valeur de ii> 
décroît depuis z= 00 jusqu'à z= 2/72; et depuis 9=m jusqu'à y =s= 00 ^r 
la valeur de z croît depuis z ac= 2/72 jusqu'à z == 00. 

De là on voit que depuis qz=:o jusqu'à q ï=: m ,^ritotégfrale Q' sera' 
représentée par la différence dés intégrales 

r ï dz r idz 
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51 4 PHEMIÈHE PARTIE. 

et I» «ïwne Ae ees intégrales représenlera l'intégrale Q prise depmc^ 
éf^bîm pis^u'^ f:^ o^. D<mc eo ajotUant œs deux partie» y l'inlégraki 
totale Q sera exprimcje par la seule iatëgral.e 

/l «k ^ . 

* 
Soit z =2m+;7% et on aura enfïa lâ transformée 

laquelle dèyra être intégrée depuis ^ =s= o jusqu- à /3i â± oo. Com- 

pdtaàt cette intégrale à la &rm«le du n^ 3id ^ et faisant c^sssX—^^ ^ 
dû aura pour résultat Q i^^ 4 sw i5*.F* (c?) ; donc 

X = -4-F'(8iir45-)-4-sin l5'^F'(c)J 

et enfin la transcendant^ cherchée 

(i) = Jx é* a"^ 5"^iF'sia(45«) *f.!iï5in i5*F'(c). 

Ainsi les transcendantes nécessaires pour faife connaître toutes les 

valeurs de Tintégrate f ^y.dans le eas de nz=t\:tj%^ déterminent par 

les trois fonctions complètes de prenèîère espèce F' ( sin 4^*" ) r 
F'(sin i5*),F*(c). 

(i5i). Cherchons maintenant une autre valeur de la transcendante 
Cl/* ^^ mo^èvi jie l!inlégrale Z>= l ^i^x .«v > prise depuis z=o 
jasc|iba sjc=::<ii». J'obàerve ifae si oik prend d'aïnord eette int^ralt 
defwirs a'fiac a }4Mq^ X'»£ i^ ^. qu'ensuite pour avoir Tattlre pMtîer 

depuis z ==?i jusqùli^ z == oo, on méfie - au ïîeti de z ^ on aura^ par 
l«.réniyon 4e!S. dppx.pariies ^ 

intégrale qull &udra prendre depuis ;( sso jusqia'à jsbc x« 
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Soîl I +• a4 == pz^^ on -aura i + z** = «* ( /f?^ — 5/? ) , donc 

■ F(M^ ^ T • VX?^) ' '~''' equauon i + z^^pz\ on 

lire —==:-• .^ ,^ .^ ; donc oa a la transformée 

7 — r_l^!i>. 

laquelle devra être intégrée depuis p z=i tk jusqu'à p=:cOé 

Celle 'fonmile est semblaMe à celle que no«is ^totïs trakée dans 
l'article précédent; on fera donc de même nil^z=:i2 , p*^m*z=: pr, 
ce qui doonera 

p ^ m z=z p» y^j^p_ 2/w), 

et il finit remarquer qu'il n^y a point ici d'unbiguile , parce qu'en 
« toujoara ^ > m. Cm auM cnnate 

P^ — 7/>* +13 =;= ^* ( p* — 2m*— ' 7) 

a;?» s= v^( i' + am ) + v/( ^ — 3/w ) 

donc on aura la transfonnëe 

* J V^(w +ain) V^Ck^— am»— 7) "*" ♦ J y^v— am) v/C^*— a/n'+ 7)' 

dont les deux parties xloiv«Bt 4tre intégrées depuis c = v/( a/n'-f-y ) 
jusqu'à f =00. Soit v/<a«*-H7) =sca4-v/5=ft, et p4- 2ni=j:*, la 
ftteBuère jpartie deviefidra 

f i£r 

J VC( «•—«»-♦• f*D («»— «m— m3T 

Soit encore x.= ?^, « .-« ^, ou.^ 1^ , et la 
transformée sera ^/^^^;3^^^';doiillaTafc«:4al.Je»KBiil* 
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On trouyerasçmblablement qu'en Élisant ^acE T^ ^ ^ seconde 
intégrale a pour valeur — -7= F' (&) ; et le module de celle-ci a été 

désigné par h ^ parce qu'en effet d'après les valeurs trouvées ^ on a 
&*-f- c*=3 I ^ de sorte que ces modules sont complémens l'un de 
l'autre. Gela posé ^ en ajoutant les deux parties ^ on aura l'intégrale 
cherchée 

Z=-i= [F- (4) + F'(c)] ==-i^[F'(*)-f.F'(c)], 

ce qui donnera cette seconde valeur de la transcendante i-i)^ 

(i) = a-t[F'(*)-+-F'(^)]. 

Egalant les deux valeurs trouvées , on a une première relation entre 
les trois fonctions F*(sin45**), F* (i), F* (c). Mais on peut en obtenir 
une seconde qui servira à établir les rapports des fonctions F' (6) ^ 
F* (c) y tant entre elles qu'avec la fonction F'(5in 45*)« 

(iSs). Pour parvenir à ce résultat^ il faut chercher directement 
l'intégrale 

laquelle étant prise depuis x = o jusqu'à x = i , sera la valeur 
de la transcendante f-Y Soit d'abord 0:*= i — r*, on aura la 
transformée 

qu'il faut intégrer depuis^ = o jusqu'à j^ = 1. Si Ton Eût ensuite 

f = t/3, j^-|-r*=^*5, ce qui donnera j^^=z\z — V{h'^^ — O > 
^•— 5;^+ 3 =jr4 (z* — ay» — 5J^ la transformée en z sera 

Mœ—i/lj ^ ^lC îj 

J 1/(4*— fljr»— 3) ''J l/C»*--^!'*). »/(«•— flr*— 3) 

« 

Soitx*— a»*— Sszu*, et on aura pour dernière transformée 

M— r '"''^" r i"'<fa 

d'oà 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ^17 

d*où Ton voit que Fintégrale cherchée ne dépend que des fonc- 
tions . elliptiques* 

En vertu des limites fixées , les deux dernières intégrales deyroût 
être prises depuis u =3 i jusqu'à 24 = 00. Mais comme chacune de 
ces intégrales deviendrait infinie dans la dernière limite y il faut ^ 
pour éviter cet inconvénieat^ £aire 

''=/ (v-(u^-t4-5) -^) 

Par ce moyen , les deux intégrales P et Q seront toujours des quan« 
tités finies , et après avoir trouvé leurs valeurs complètes P', Q*, on 

en déduira M ou (^)=i(P'+QO. 

(i55). Pour avoir l'intégrale P, spit i?»==;n/3 — 5, et m* — 
V( ^ — ^* )==/'> ^^ ^*=^ï/'"f'^> on aura la transformée 
P =y Vff!^9g»y Soit ensuite p=:€ tang» ^ <p et c» =;? ^ , on aura 

cette intégrale se trouve par les formules de l'art, i38 ^ et on a 

P;= V/(|g).[2Atangf(p + F((p) — 2E((p)]. 

U faut maintenant prendre cette intégrale depuis tp =: o qui répond 
k u=z coj jusqu'à la valeur de ^ qui répond à u = i ; on a dans 

cette dernière limite tang i ^ = ' V -, ou cos ^ ==\/(~Z2j' 

Or j'ohserve que l'angle ip ajnsi déterminé , est celui qui pour le mo- 
dule c=z |/j, donne F (ç) = fF*; car nous avons trouvé (art. 24) 
qu'on satisfait à l'équation F (4)== i ^% P^r 1^* valeurs ços 4 = |/^, 
sin 4= v/(ï — 0* Si ensuite on suppose F(^)+F(4) = F', ou 
tang <p tang 4 = t^= \/^ > on en déduira tang ^ = i/(-^y ou 

cos (p = \/C"ICZ ) > ^® ^ ®^* ^* valeur de ^ dont il s'agit. Au reste 
.en faisant «*= 2|/5 4- 5, on aura plus simplement cos Ç= -^, 

"'^ ^ = ^».^(^)=^K«^— 0>*ang^^=p^, sin 4 = ;^.Mai3 

a8 
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puisque la valefur de ^ est celle qui donne F (j^ =s:| F^^ on aura en 
même temps par les formules du n"* 52 y 3£ (^)=2Ë''*t-c^in98in4 
X ( 3 -~sin 4 ) > <^e q^ donne 

Substituant toutes ces valeurs dans celle de P^ il viendra 

(i54). Venons maintenant a l'intégrale Q. Si Ton £sdt |/( «*+**) 
z=zu^'hqy ou tt*= ^^, on aura d'abord Q =y^^^. Soit 

ensuite 9 = a cos* »^ et on aura Q =5: i/ot IrTr—^P-^^r^ 9 d'oà 

Ton tire 

Q=: /a.[aE(ar)— F(»)] + const, 

le module de ces fonctions étant toujours c = ^^. 

Cette intégrale doit être prise entre les deux valeurs de ^ ^ qui 
donnent u;=i et 2^ = 00; dans la seconde limite on a cm = 7 ^ , 

et dans la première cos*» = -î-^ — -^ — = J^ , ou cos*« =:b ; 

âL et 

car des deux équations flfc*=: 2\/5-f-5,f* = 3k^— ^5, on déddt 
a^C^z=: 3, ou otf = (/S. Mais puisqu'on a cos ois: \/Cy langle m 
est le même qui a été désigné dans l'article précédent par 4 1 ^^ on 
a par conséquent pour la valeur complète de Q ^ 

9» = t/*.[2E*— F«— aE (>[.) + F(4)]. 

Or on a F(4)=iF*,E(4)8»iE'+i sin4 sin^ (1 -|- aîn 4) j 
donc 

Si on ajoute maintenant les valeurs de P' et Q'^ et qu'on ait égard 

aux réductions que fournissent les équations j/(j6) = -p— , 

a^ = 6ût*+ 5, on trouvera que les parties algébriques se détruisent 
mutuelbment ^ et qu^on a 

P'^-Q'=^|(2E'-F0(/«-/iO- 
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DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. *i^ 

Mais le facteur j/a — \/^€ se réduit à —y=; donc enfin la valeur 

de la transcendante cherchée r^} = 7(P* + Q0 sera 

X J7 X 

OÙ Ton a r = ^/3, et a= i» ^/(a + v/5) = av cos i5*. 

Ce résultat peut encore se amplifier; car d'après la propriété 
connue des fonctions E'^ F^^ dont le module est sin 4^''> on a 

^=F*(3E* — F'); donc la transcendante (-^ s'exprime par la 

N j X 

seule fonction de première espèce F'^ au moyen de cette formule 
très-simple 

\ 9 / ^ ^M/S • F' (8m45»)- 

(.i55). Soit pour abréger F' (sin 45*) = B, F'(sîni5') = C; 

_ 1 

nous ayi>Q5 dé|à Irouw ( " }^=^ ^ C ^ / g j»= ^B, et le résultat 
précédent donne Ç^jzss — Ît= . g; nous allons faire voir qu'avec 
ces seules données ^ on pourra déterminer la transceiiidante \ ^ }• : 
En efiTet il résulte des formules connues (*) yi^on a f^ . (5}= g^g 1 
et Œ\ = aJ sin ^ \/(t^ — J 9 ^ ®*^^* 7" ^^ ^^% ®* ^« représentant 
la transcendante T- j ; de là on tirera 

^'=vt;=-5-= — 3 — •^- 

Ainsi la transcendante T-j ne dépend que delà fonction B. Maïs 

les autres valeurs trouvées de cette transcendante vont i^opis fournir 
de nouveaux résultats. 

On a trouvé par la première méthode (art. i5o) ^ 

(i) = î^ B + a« sin i5'.F' (c). 
Yoye^ les articles 9 et 18 de la seconde Partie, 
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Donc en comparant ces deux yaleurs , il en résultera 

Si on compare la même valeur à celle qui est résultée de la seconde 
méthode (art. i5i ) ^ on aura 

donc F (*) + F'(c) = ?1H^ B = 4F' (c) , ou 

F'(i) = 5F'(0. 

Ainsi l'égalité qui avait été trouvée par approximation (n*84)," 
se trouve confîrmée^ par une démonstration rigoureuse , démons- 
tration qui pouvait être regardée comme un problème d'analyse 
fort difficile. 

Le module c et son complément b qui donnent lieu à cette ré^ 
duction singulière , sont tels que si on fait c == sin 6 , & = cos , 

on aura sin aG =: tang^ i5% et tang(45*-|- fl) = vCtTs)* ^^ 

tang (45**— 6) = Vcos 5o\ 

On voit de plus que les fonctions F* (t), F' (c) s'expriment Tune 
et l'autre par la fonction F' ( sin 45* ) , de sorte qu'on a 

F'(*) = 3v^3.cos i5*.F'(sin45*};? 

Ces rapports sont d'autant plus remarquables que les fonctions 
F'(^)9 F'(c) sont jusqu'à présent les seuls exemples de fonctions de 
la première espèce qui aient un rapport connu avec une autce 
fonction de même espèce F' (sin 45'') y sans que les deux fonctions 
comparées soient comprises dans une même série ou échelle formée 
d'après un module donné ^ et sans que leurs modules soient complé- 
mens l'un de l'autre.. 



FIN DK LA PRSMISRE PARTIS. 
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SECONDE PARTIE. 



DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 

V^uoiQus le nom d'EûIer soit attache a presque toutes les théories 
importantes du Calcul intégral^ cependant j'ai cru qu'il me serait 
permis de donner plus spécialement le nom Ôl intégrales Eulériennes, 
k deux sortes de transcendantes dont les propriétés ont fait le sujet 
de plusieurs beaux Mémoires d'Euler y et forment la théorie la 
plus complète que l'on connaisse jusqu'à présent sur les intégrales 
définies. 

qu'on suppose prise entre 

les limites a: = o ^ a: = i . Nous la représenterons y comme Euler ^ 
parle caractère abrégé T-j. 

La seconde est l'intégrale fdx Mog -\ , prise de même entre 
les limites ^ = 0^0:=: i. Euler représente cette intégrale par le 
symbole [ ^ J , en supposant que a soit égal à la fraction ration- 
nelle -; nous la représenterons plus généralement par T (a) , et 

nous regarderons V(a) comme une fonction continue de a. ^ 

Ayant pour objet de réunir dans cet ouvrage tout ce que la théorie 
des transcendantes 9 et surtout celle des intégrales définies^ ofire de 
plus remarquable 9 j'ai dû y comprendre la théorie des intégrales 
Eulériennes. C'est pourquoi je la donne ici ; à quelques additions 
près^ telle que je l'ai déjà publiée dans les Mémoires de V Institut ^ 
pour l'année 1810. 
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Des intégrales Eulériennes de la première espèce. 

(i). L'expression (^j par laquelle nous dësigucns Tintégrale 
T-j , prise depuis a: = o jusqu'à a? := i ^ est en général 

une fonction des deux exposans /? et ^, et de l'exposant n^ qu'on 
regarde comme des nombres entiers. Mais nous supposons n cons- 
tant^ et notre but est de comparer entre elles les diverses valeurs 

def-j qui répondent à une même valeur de n^ afin de réduire 

au moindre nombre possible les transcendantes que cette expression 
renferme* 

Nous observerons d'abord que les deux exposans p et ç peuvent 
être échangés entre eux. En effet, ai on uni jc* ==: i ^^j*, on aura 

et la transformée en jr devra être intégrée depuis j- = i jusqu'à 
^ = o. En changeant son signe , elle devra être intégrée depuis 
j" = o jusqu'à ^ =s 1 j et comme alors on peut mettre Jc à la place 

de j- ^ on aura 

J n "^ / n > 

ou ^ suivant notre notation ^ 

ce qui est la propriété énoncée. 

(a). Il faut £iire voir maintenant que si dans la fornmle f- j> 

J'un des deux nombres ;? et y est plus grand que n ^ la formule 
se ramène aisément au cas où ;» et ^ sont compris Tua et l'autre 
dans les limites i et n. Pour cela soit Z s» »* ( i — ar")% on aura 
la différentielle 

^= kx'-'dx (i — j:-y-'— ( A:+m) ar*-**;-' dx (i — .x")'"'> 
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DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 325 

cforci Fan trre en intégrant , 

Donc si on prend les intégrales entre les limites a:= o ^ or =: i ^ et 
qu'en même temps on snppose A> o^ et r > o ^ afin que Z s'éva* 
nouisse dans les deux limites y on aura 

/x»*r-'^ (i — o^y-^ = j-A_yi:»-^^ 
d'où il suit qu'en disant k-^n^sip et r= -, il iFieadra 

Au moyen de cette formule , toute fonction (-\ dans laquelle on a 
p> nySe réduira successivement aux fonctions (^-—) i (j——)> etc., 
jusqu'à un terme f ^~ J on T— V dans lequel p' sera le reste de la 

division de p par n. 

Arrivé à ce terme , si de son càîi q est plus grand que ti , la fonc- 
tion y^-\ qui est la même que T-^J, se réduira successivement aux 
.fo«iclions(2^^).(SL=:;^), ^. josqu'i un terme (2;)ou(£;), 
dans lequel q* sera le reste de la division de q par n. 

De Ih on voit qu'on peut toujours supposer la fonction T- j 

réduite à une forme o\x p ei q soient compris tous deux dans la 
suite 1 , 2, 3. . . •/!. 

(3). Cela posé , iJ j a deux cas principaux où on peut trouver 

immédiatement la valeur de (-j ; c'est lorsque n est égal à l'un des 

deux nombres p ^i q y on lorsqu'il est égal à leur somme. 

Soit, ^^ q-zzLu y on aura immédiatement T^ j = yif ""' ^ =3 

— + C , intégrale qui , étant prise depuis ^ = o jusqu'à or = i , 
se réduit à -j d'où résulte 
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Soit f a». ' ;> -t- ^ = » > ou p=a y ç =i n — « j^ on ann 

a 

formëe rationnelle 



(Oo-c-^)»/'-^' 



intégrale qui doit être prise depuis 2 = jusqu'à z = oo ; or par les 
formules connues {EuL y Cale, intég., tom. I^ pag. ^S:k) y cette 

intégrale = • Donc si on fait - =3â>, on aura 



71 



(_±-W..iL_. (d) 

\7i — a/ 8in a« ^ ^ 

Excepté ces deux cas généraux y toutes les quantités désignées par 

(-) sont des transcendantes plus ou moins composées^ selon la 

valeur de #i , et ne sont point susceptibles d'une évaluation exacte. 
Mais pour chaque valeur de tz , on peut exprimer toutes ces trans- 
cendantes au moyen d'un petit nombre d'entre elles y et c'est l'objet 
des recherches suivantes, 

(4)' Observons d'abond qu'en mettant ;7+nà la place de ^^ réqua-» 
tîon (b) doni^e 

On aurait semblablement 

/P + »\ p + q-^n /p 4- an\ 

\ g /■" P+n A 9 / 

/p+2n\ __ p + ^+fl» /p + ^n \ 
\ q / p+an *\ g / 

etc. 

Donc en général y i étant un nombre entier positif à volonté , on 
aura 

("gN — P+^ p + <y + n p + q + ^n p + g^jn /p+t+i,i»\ , 

N?/ p • p + i» • p+a» p+in A ^ y* 

mettant 
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meltant /i + r au lieu de^p y on aura semblablement 

fP±l\ P+7+r p+q+r+n p+q^r+an p+q+r+ in /p+r+i+i.n\ 

\ 9 / P+r • /H-r+n ' p+r+2n — p+r^in "V 9 / 

DiTisons ce%|^%ax formules lune par Tautre^ et fiiisons pour 
abréger, 

^ ~ p.(p+q+r) 

(p + an)(p + 9+r + aii) 



etc.. 



nous aurons 







/P+r + i+i . n\ 

Supposons r positif et < n ; alors U est clair que la <]uantit6 
^P + r + rTi.n ^ sera plus petite <iuc (tL±I±l±'^ et plus grande 

que r \ Car si on considère diverses formules ^2 j qui ne 

différent que par l'exposant p} comme ces formules désignent cha- 
cune l'intégrale, prise depuis xz=o jusqu'il x=: i, d'une diffé- 

rentielle —9 — dont le dénominateur est le même pour toutes , 

il est évident que l'intégrale sera d'autant plus petite que p ser» 
plus grand. 

Mais la formule (b) donne 

(i P + i-4- »'»\ p+q + i^i,n /p+i+a.n\ 
9 /^ p+i+i.n A * / 

Ponc on a d'une part le rapport 



(t±i±^) 



/ p+r + i+i.ti \ 



>l, 



«9 
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et de Tautre ce même rapport <P"'"^T' " Si l'on veut donc 

p+i + i.n 

que ce rapport soit compris entre les limites i et i -4~ j^ » i^ Êtadra 
]Hrendrc » + 1 > *^ ""P , cl alors on aon v 

k étant plus grand qae A:. 

On sait par cette équation comLien on approche du rapport 

de T- j à r^ - ^ j en prolongeant le produit M* M' M*. . . . jusqu'à 

un terme M^'^; et 3 est clair qu'ex» continuant ce produit i Tinfini^ 
on aura la vraie valeur de ce rapport ^ laquelle sera 

T^x^ = M* M' W M-, elc. 

Maintenant si dans cette équation on échange entre efies les lettres 
f et r^ les quantités M% M'^ M*^ etc. resteront les mêmes ^ de sorte 
qu'on aura encore 



i|l=M. 



Urir M'hèle; 



Donc par la comparaison de ces équations^ on obtient la fbmufe 
générale 

.(?)-e4^=(?)-m- w- 



Cette formule dont la découverte appartient à Ei:der,eit tnei 
d'équation aux différences finies , qui renferme presque toute la 

U.*.ri.d«tr.n.c.,.d«.u» (E). El d'JK-rd «m. dl<»» «. dMuir. 
l'expression générale d^s quantités ^-\ 
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(5). Les formules (c) et (d) donnent les valeurs exactes de la 

fonction (- )» toutes les fois que l'un des deux nombres ;? et q ou 

leur somme est égale à n. Supposons maintenant qu'on connaisse 

de plus toutes les yaleors de T-^ lorsque ;^4"7=^^***<# ^^ deû« 

gnona et& générd par A« la fonction ^*"^^~ ■ j ^ ensorte qu'on ait 

(:-=iF^)=>^ m- 

On aura donc successiyemeni T— p^) = A, , ("^^^^ = A, ; 
^^•^^) = A5, etcj et parce que (^\z=,(^ , on aura aussi 
(^^5)= ^-* (;r^) == A„ etc.; donc en général 

•A<.-i-«)*= A.. . . • • .^). 

D'où Ton voit que le nombre des auxiliaires A, ^ A«^ Aj^ etc., se 
réduit toujours à ~ ou "" ^ selon que /i est pair ou impair. 

Par exemple^ si /»=:7^ il y aura trois auxiliaires A, = r-\ 

A^ss (-V A, = Tg) , puisqu'on aurait A^ss Q J = A., et Ajss 

Si » = 8 9 il n'y aura encore que trois auxiliaires A, , A., A3 ; 
car on aurait^ en vertu de l'équation (g),A4 = A,, A5 = A«, 
AfiSs A,« 

Cela posé, au moyen des équations (c), (d), (e) et des auxiliaires 
données par l'équation (f), nous pourrons trouver l'expression 

générale de T- j dans deux cas généraux, i*. lorsque ^.-f~ 7 est 

< /» ; a*, lorsque /> + y est > n. Voici comment on y parvient. 

(6). L'équation (e) donne immédiatement n^—^ — ^\ ^ ^^j:zS\ 
—.QjUlIzS^ , (^T^)» «^l>«^ta*^ût dans celle-ci les valeurs con- 
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nues parles équations (d) et (g)^ on aura 

— i — ;= éin.. (**)• 

Ainsi on connaît toute fonction f^j dans laquelle Tun des deux 

nombres p et ^ est égal à l'unité ; si pour plus de simplicité ^ 
on met a à la place de /s— -a — i ^ on aura pour le même objet 
la formule 

(o\ Aa8in(fl + i)* /n 

Ij — ^^ " ^'-'• 

La même équation (e) donne r^~^~^ \ . Q—j =s r^^^^^j . T 2ll2lli\ 
et substituant les valeurs connues ^ il en résulte : 

( n— II— a\ A^A^^t tin(fl+0^ 
a /"^ A, * tin 09 

Ainsi on a la valeur de toute fonction Ç^j dans laquelle p + 7 
De l'équation (e) on déduit encore immédiatement 

ce qui donne 

( n«— g — 3\ ÂgKa^j Ag.^ sÎD(a+i) ^ »îp (g+fl) ^ 
a •*"" A,A. * «inoiainstf 

Ainsi on connaît la valeur de toute fonction (^)i dans laquelle 
En général l'équation (e) donne 

et en mettant les valeurs tirées de l'équation (b) ^ il en résulte 

( n^a — k\ A^,»ju-,sîg (g + h—i) t» /n'^a'^k+ i\ 
a y~ A*^,ttn(A— !)• '^ a J^ 

Donc on aura en général 

/ >n— a — K A< A^^, . . . Atf4.>— , 8În(g+i)flnin(ahf-a)#. . .8ÎD(a«4"^^i)* •■% 
\ a /"~ AiA«. ..Aju.| * 8iii0aijid#...8iii(A.— 1)« •••V*J* 
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C'est la valeur de toute fonction (^}> dans laquelle p + q est 
moindre que n. 

(7). Pour avoir l'expression. générale de T^j lorsque p + g est 
plus grand que n , observons que Féquation (e) donne aussi 

Or par l'équation (b) on a 
par réquation (i) on a 

/ik\ Ak An ( fc + I ) a> 

\ 1 / "^ siii « "* * 

et par Téquation (b) on a 

( Ti'-^a + k\ A„.uL-t sin (g — » ft — 1 ) fl» ^ 
1 / tin « ' 

Substituant toutes ces valeurs ^ il viendra 

( n — a + h^\\ _ fr Aa 5in ( ft + 1 > yn-^^j^v 

a J -^ F+TT • A^iu-, fin ( a — & — t ) • • V a / • 'VU- 

Tout se réduit donc a trouver la valeur de /» ^ + ' Y 
Or réquation (e) donne 

(^).(=)=(^).(î=£+l), 

substituant les valeurs coxmues ^ il viendra 

De là et de l'équation (1 ) on déduit successivement 



4» 8in d» sm Qm 



/»— g4-a\ _,i ^ A, 

\ a / a ' A.«,A«.^ * sin a« sin (a — i) « sia (a— *>a) « ^ 

( w— 0+^ ,,^ 1 A, Aa (» 8În « sin ad» sin iêt 



.iA«.«Â«^ * sin a« sin ^a"^! )« sin (a — a) « fin.(a — 3) « ' 
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23a SEœNDE PARTIE. 

et en général 9 

Cette foriùule donne la valeur de la fonction T^J lorsque p + q 
surpasse n ; ainsi en la réunissant à la formule (k) ^ on a généra^ 
lement l'expression de toute £3nction \^J^ ^n supposant seulement 
connues les fonctions semblables pour lesquelles /7-f"^=n — i ^ 
et on a déjà remarqué que le nombre de ces auxiliaires est " - ou 

^ ^ y selon que n est pair ou impain 

(8). La formule (n) pourrait être regardée comme une suite de 
la formule (k) ; et on n^aurait ainsi qu'une seule et même formule 
pour toutes les valeurs de ;; et ^; mais alors on aurait besoin de 
nouvelles auxiliaires Ao^ A_,^ A^»> ^tc; ^ et il faudrait en fixer les 

valeurs ainsi : A» = -:— t- , ou plutôt i étant infiniment petit , 

Ai = -r^ = \ , A_, =— A, > A_^= — A> , etc. C'est pour éviter 

l'embarras de ces sabstilutions , surtout dans le cas de Ai^ que nous 
avons donné les deux formules séparément. 

Il est assez étonnant que l'expression générale des fonctions 

r^j ait échappé à Euler ; on voit cependant qu'il s'était occupé 

spécialement de cette recherche , par le passage du tome V des 
Nova acta PetropoL , pag. i a5 , oii il dit : Ifeque tamen hinc adhuc 
eUicet quânam lege omnes ieterminationesr prôgredianiur y quando- 
quidem valores certarum Jbnmd0rum continua magis eçadiêMi com^ 
plicatL ^ 

Nous remarquerons au reste que les ibnnules (k) et (n) qui 
contiennent l'expression générale dont il s'agit ^ peuvent être re- 
gardées comme Tintégrale complète de l'équation aux différences 
finies (e) ; dé sorte qu'on ne peut tirer de cette équation aucune 
conséquence qui ne soit contenue dans les formules (k) et (n). C'est 
ce qu'il serait facile de démontrer par les méthodes que l'on suit 
dans ce genre d analyse^ et <(ui^ pour la plupart, oot été indi* 
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DES INTÉGRALES EULÉRIENNES; !i?i 

^ées par Lagrange dans les Mémoires de ï Académie de Berlin , 
an. 1775. 

\ 
(g). Voici maÎDlenant qQel<|aef fonnules pardcuUèirea qui mé^ 
ritent d'être citées. De l'équation (e) <m dédiiit le$ deux suivautes ^ 



xn-^p—qj * V»— p/ V* — P/ ' \n—p — qj ' 



xmdtipliaiit ces deux équations entre elles y et mettant dans le pro* 
duit les valeurs connues par les formules (c) et (d) , on aura . 

d'où il suit que la Taleor de (^~^ j se déduit immédiatement de 
celle de ('\ V^ ^^t en quelque sorte son complément. On a 
en particulier y 

Ainsi connaissant les valeurs de T- j lorsque a n'excède pas \n ^ 

on en déduit les valeurs ^ C~ } lorsque a est plus grand 
que \ n. 

(10). Pour examiiteff plvs particulièrement les fonctîoits de k 
f<Mnme ( j ) > reprenons la valeur prinutivo de ces fonctions , 
laquelle est 

si l'on fait 

la transformée sera 
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a5a SECONDE PARTIE. 

Quant aux limites de cette nouTelIe intégrale^ il faut observer qae 
les valeurs ar"=:o,a:" = Y,«3c"=i donnent respectivement z=:0^ 
zz=zi yZ:=:o. D*où l'on voit qu'il faut prendre deux fois l'intégrale 
en Zy depuis z = o jusqu'à 2= i. Et comme alors rien n'empêche 
de mettre x à la place de z , on aura 

/gW^>-^r ^"'dx (r); 

cette intégrale est ainsi réduite à la forme la plus simple dont 
elle soit susceptible , puisque le radical n'est plus que du second 
degré. 

(11). Si dans cette formule on met ix— a à la place de a ; 
on aura 

de là et de l'équation (q) résulte cette formule remarquable 

(i:i). Puisque les fonctions (-) sont les plus simples entre les 
fonctions f-j non comprises dans les formules (c) et (1)^ il sem» 
blerait convenable de les substituer aux auxiliaires désignées par A«^ 
pour exprimer par leur moyen toutes les fonctions (^\ 

Dans cette vue ^ désignons en général la fonction f - } par M^ ; 
comme on peut supposer a^^nyOn aura p^ la formule (k) p 

**^ A|Aft. ,.As...M., *" ain* sinflfl».. .sin( n — iia«* 1) # * 

valeur qui , au moyen des équations Aii-,=:» s=s A» , sin (n — * ) « 
1= sin Aâ» , se réduit à cette forme 

jir A^Afc^T...Aa^,:^ aîn (a+ i)a» «in (a+a)a»> ..sinagai ^.^ 

AiA^. . . .A<^, ' 9^a0$in a#^..aiiia9 ••••*.#• ^^ ^ f 

d'où 
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DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. a53 

d*où Ton tire successivement 

M, = A,-: 

.--. A^As gin 5fl> sin ^a» 

^ A^ sm » sm a» 

„ A3 A4 As gin 4^ sin 5fl> sin Si» 

' "^ A,Aa " sin i» sin a» sin 3» 
etc. 

Ces équations ^ qu'on peut mettre aussi sous la forme 

' Sin fl« 

AaAs Ma 8in*fla» 

Ai A, "^ M, * 8iD?fl» 8in4«'> (u} ,' 

A^As ^___ M5 sin* 5» 
AaAa """ Ma * sinS» sin 6»\ 
etc. 

serviront à déterminer les auxiliaires A^ ^ A.^ Aj^ etc. au moyen 
dun égal nombre de quantités M, ^ Ma^ M,^ etc. ^ prises dans 
l'ordre convenable. On pourra donc exprimer par ces dernières 

quantités toutes les fonctions (-) qui répondent à une même 
valeur de n. 

Mais il faut observer que ces substitutions ne peuvent s'effectuer 
que pour des valeurs particulières de n, et qu'ainsi par l'emploi des 
auxiliaires M^y on ne peut parvenir à des formules aussi générales 
que le sont les formules (l) et (n). 

(i5). Considérons maintenant la formule 



(^)=/ 



dx 



Ç^(i—x^)^* 



61 OU Élit o:":? 5= i.-f-i ^/(i — - z") , 6n aura la transformée 

dans laquelle il faudra prendre l'intégrale depuis z = o jusqu'à 
is = 00 ^ et qui d'ailleurs suppose a < î /». Mais en vertu des équa** 
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lions (e) et (p) , on a 



/n — afl\ / * aa \ ^^^ / <> \ . 
\ a / * \/i — a/ ■"" \a sinaa«»/ "^ 



donc ^-J = 2 cos a£0 . ^ — ^V ou, en substituant la valeur donnée 
par réquation (v), , 

Cette formule n'a lieu que lorsque a est < ^ n ; si a est > 7 /i , on 
commencera par prendre la valeur de f""^) > laquelle sera 



/n—a\ !!-' . . rz'^'-^-'dz 



el on en déduira celle de f-J au moyen de l'équation (q). On fforai 
ainsi, a étant > f /ï: 



(14). Si Ton comparé maintenant les équations (r)^ (x) et (y) , 
bn en tirera les formules 



/' af-'dx r z*-'dz 

|/(i_a:«) (ao— iï)sinad V|/(i+*«) 



W, 



la première ayant lieu lorsque a est <C 7 n , et là seconde lorsque a 
est > 7 w. 

Lorsque n est impair , si on ûiit dans la première équation , 
x=:i — J** et z s=^* — I , les formules intégrales comprises dans 
les deux membres se réduiront Tune et Tautre à là forme 



/; 



ii—yy-'dy 



// n.n — I. n.n — i.n— a , \ 
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on voit donc que la partie de cette dernière intégrale , prise depuis 

jrz=:o jusqu'à/ = i ^ et la partie prise depuis j^ = i jusqu'àj-= oo', 

sont entre elles :: cos — : i. 

n 
(i5). Considérons de nouveau la formule 



<S)=f-. 



ûtfdx 



|/(i-.x-)-7f 
si Ton fait 

I — OC" s= 

on obtient d'abord 



"* *— 7?r^ 



(2) = a'-^ya^'^r-r'^.a"-^. 
Soit ^ = aâ et ^=:;i — • a , on aura 

et en achevant les substitutions y il viendra 

cela pose y il faut distinguer deux cas y selon que a est < ^ /t 
ou >\n. 
Soit^ i"". a < i n ^ on aura par les formules du n"" iZ y 

\n— û/ asinaoi» * \ a / "" * * asinaa^» j l/(i+*") ^ 
donc 

Soit, a*. a>7/i, on aujra par l'équation (b), 

Gaa \ _^_ aq— n /aa-^n\ ^ 
—a/ a \/i— a/' 

mais en faisant a= ti — 4; , on a 

(aa — n\ /» — ac\ 
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lions (e) et (p) , on a 

//i — afl\ / aa \ ^^^ / <> \ . 
\ a / ' \/i — a/ """ \a sinacw/ "^ 

\» — a/ \a— a/ * \a/ asinaai ' 

donc (^ = 2 cos aé» . (j—^\ ou, en substituant la valeur donnée 
par rëquation (v), . 



.a, 



")=:»' -cosrf»./^;!-^ (x). 



Cette formule n'a lieu que lorsque a est < i n; si a est > 7/1 , on 
commencera par prendre la valeur de \ ^~ ) y laquelle sera 

et on en déduira celle de \ç\ au moyen de l'équation (q). On aura 
ainsi, a ëlâût > f /ï: 



a— -r- 



(14). Si Tbn compare maintenant les équations (r)^ (x) et (y) , 
bn en tirera les formules 

la première ayant lieu lorsque a est <C ^ n , et là seconde lorsque a 
est > 7 n. 

Lorsque n est impair , si on ûiit dans la première équation , 
a: = I — J** et z =^* — i , les formules intégrales comprises dans 
les deux membres se réduiront Tune et Tautre à là forme 
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on voit donc que la partie de cette dernière intégrale , prise depuis 

j- = o jusqu'à/ = I ^ et la partie prise depuis j^ = i jusqu'àj-= oo*, 

sont entre elles :: cos — : i. 

n 

(i5). Considérons de nouveau la formule 



o=f-- 



si l'on fait 



(2^ = 2^-^/af*^--T'dx.z—i. 



•on. obtieji^t d'abord 

Soit p z=: 2a et qzs:in—>a^ on aura 

et en acherant les substitutions , il Tiendra 

cela posé , il faut distinguer deux cas , selon que a est < i » 
ou > ^ /». 
Soit^ i"". a < 7 n ^ on aura par les formules du n"" iZ ^ 



\n-'<Lj asinaa» \ a / * asinao* V V(i+»*) 



donc 



Soit, a*. a>^7i, on aura par l'équation (b), 

(aa \ ^^^ aq— n /aa— n\ ^ 

mais en £sdsant as= ;i — <; , on a 

(aa — n\ /n — ac\ 



Digitized by 



Google 



236 SECONDE PARTIE, 

et par réqualion (v) , on a 

Donc au lieu de Téquation (a') , on aura 

Au reste cette dernière équation se vérifie immédiatement au moyen 
de la fonction P = z''""^'* ^/(i + a") — • z% qui s'évanouit dans les 
deux limites y lorsque z = o et lorsque z = oo ; car si on prend 
la différentielle de cette fonction , et qu'ensuite on l'intègre , on 
trouvera 

J \^ ^^ — v^(i +*«) j-^-ir^J FôT?r • 

formule qui ne diffère pas de la précédente y parce qu'en mettant - 

au lieu de z , l'intégrale J^t—L—J se change enfy^f^^y les 
limites étant toujours z =: o , z := oo. 

(i6). Considérons enfin ^ dans la supposition de n pair ^ la 
formule 

(i^)=/-r — 



f 



n 
1/(1— X*)»-* 



si on fait a?*"' = i -|- £% on aura par la substitution / 

et rintégrale du second membre devra être prise entre les limites 
z=o, Z=06. 

Maintenant , par la combinaison des équation; (x) et (c") > on 
obtient 

(!)=..-^^(i2IIf), 
et par conséquent aussi ^ 
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De ces deux-cî on conclura 

iz) = ^"^ <^°t*°g '«• -(IS) ^'^'^ ' 

d*où Ton voit que n étant pair^ il suffit d'avoir les valeurs de f - J 

pour tous les cas où a ne surpasse pas \ riy et qu'ainsi le nombre 
des auxiliaires nécessaires pour déterminer toutes les fonctions 

\) qui répondent à une même valeur de /i ^ se réduit à ^ ^u "~'* . 

selon que n est de la forme 4^ ou 4^ + 3- 

(17). A Taide de l'équation (d") , on trouvera des relations entre 
les auxiliaires A^ y A^yA^y etc. qui réduiront leur nombre comme 
il vient d'être dit. 

Pour cela reprenons la formule (t) y ' 



AgA^^i. .. Aaa^t sin (g + ^ ) <» ^P ( g + Q ) «> ■ » »»^P a^^ . 
'AiAa Ao^x* 8in flf 5in a». ..iinatf ' 



elle donne 9 en faisant nz=:2m , 

( m— a\^A,B-a ' A w,a^i . . . A^w-aa ^i gip(m— g''t>i)<isiD(m— <i^-a)i>...8in(flm^-ftQ)<i ^ 
m^a/' A,À»...Aw_«_t ""* sin» «inûJo.-.aixiC/îi— a)» ' 

substituant ces valeurs dans l'équation (d"), et faisant les réductions 
dans l'hypothèse a<C^\my on aura généralement 

AaAa^,...AM_, -£ ain (m— 1) <» sin (m^a) fl>...sin (m — fl+Q <i> i' /\ 

A,_,A».,...A|^.""" * sin om lin (a+i) fl^-sin (aa— 1) i» * ^ '^^ 

De là résultent 9 en faisant successivement a=s i, a^ 5 , etc. , des 
équations particulières qui peuvent être mises sous cette forme 

A,^, = A, • a» sin (é 
.^^ =: -|-2.a "smSû» 

A4A5 14- i sin 5û> ) ( * /• 

etc. 



Digitized by 



Google 



^38 SECONDE PARTIE. 

Elles devront être continuées jusqu'à ce que le npmbre en soit 



n — 4 n— a 
- OU - 



(i8). Par exemple 9 lorsque 7i=m2,î1 y a cinq auxiliaires A.s (^), 
A, = (f ) , A3 =^ (!) , A4= (^) , A5 = (f ) , entre lesqueUes on a ces 
deux équations 

A5 = A,. 26" sin cù 

Ai 

De sorte .que le nombre d'auxiliaires nécessaires se réduit à trois j 
pour lesquelles on peut prendre A, , A^ , A,, 

Si on préférait de prendre pour auxiliaires trois des quan* 
tités M^^il £siudrait avoir recours aux équations (u)^ lesqu^es 
donnent 

8m ac» 
AjfcAa ^^^ Ma «in*. 9e» 
A,A, """ M, * sin 3« sin ^v 

A4A5 M? •in' 5a» 

AiAa M. * sin 5^ sin 6»' 

Au moyen de ces équations et des précédentes^ ebsenrant d'ailleurs 
qu'on a « = — , on trouve 



.A, = asinôp;M, 
A, = vfi siuûi.M. i/(îcr — -^ — ^ 

A, = n^sino^M, i/ L-^' ) 
^ V VMs coB fl«/ 

Aa = a^ sin â^lMft . - 

* * co8a# 

7 

As = a*5in*4>;M,. 



(ig). Appliquons ici les résultats que ]ii)us_ aurons trouvés dans 
la première partie^ n** i55, et supposons connues les deux fonc- 
tions complètes de première espèce F' (sin 45") =;sB, F' (sin i5**)=C. 

Si l'on fait comme dans l'article cité^ r ?=s i/5^ on aura 
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4 
, =» ——s B 

Au' xûûyeù dé ces Valeurs, on trouyera 

5^1 



A. = -g^.B 






A4= g U 

. a* F lin 0» ^ 

As =5 5^— •^* 



T 

Ainsi par les deux seules données B et C , on pourra déterminer 

toutes les transcendantes désignées par T ^ ^ ^ dans le cas de nz=z\2. 

Ces transcendantes , en excluant celles qui sont déterminables par 
arC6 de cercle , sont au nombre de 60^ toutes différentes les unes 
des autres. On toit de plùS qu'elles se détermineront rationnelle-- 
ment en fonctions de B et G et du nombre nc^ puisqu'elles s'expriment 
xationneUemeUt par leB auxiliaires A, j A»^ etc. 

Si on Teut^ par exemple , avoir la valeur de la transcendante 

'( - V on cbctchera d^abord par l'équation (n) sa valeur en fonction 

de A^ laquelle est 

g/ ^^ a * AsA^ * sin 5*» sin J^ gmSm ' 

faisant ensuite les substitutions et observant qu^on a o) =: — . il 
viendra 

(i)-s\/C-^> 
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Formules pour éi^aluerpar approximation les intégrales (-j.; 

(20). Ayant réduit au moindre nombre possible les transcen- 
dantes r - ^ > il ne reste plus qu'à faire Toir comment on peut 

trouver par approximation^ et dune manière facile , la valeur de 
chacune de ces quantités. 

Pour cet effet ^ considérons d'abord la formule 



a\_ ,-îî r af-'dx 



et soit v^( I — jc" ) = I —jr , ou a:"s= :kjf ^^J^y on aura pour 
transformée y 



©=^--/^(^-#'. 



cette différentielle étant développée et intégrée depuis^ =: o jusqu'à 
y :=i\ y on obtient 




n — a a , rt'-^ a , an — a a 

firi * n-^a ^^ un » /^n * an -4- a 

I n— *a . an — a , 5 /i— g a 



(g^;> 



+ etc. J 

formule dont chaque terme est moindre que la moitié du précédent. 

(21). En général si on veut avoir la valeur approchée de la 
quantité ^2 J=/-;p-^ , il faut partager cette intégrale en 

deux parties 9 l'une depuis x"== o jusqu'à af:=siy l'autre depuis 
jc* = Y jusqu'à 0:*= I. 

La première partie étant nommée P^ on trouve par les dévelop- 
pemens ordinaires, 

Poar 
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Pour ayoir la seconde partie que nous nommerons Q > il faut faire 
^^■= I — '^^ alors on aura 

1/(1— x»)"-* ï/(i— a?")»-* 

et la transformée en j- devra être intégrée depuis f=i jusqu'à 
j^=:o. Si on change son signe, elle devra être intégrée depuis 
^=0 jusqu'à^* ss ^; on aura donc 

^ \g * an n + q * an.J^n an + q * / 

Il ne s'agit plus que de réunir ces deux parties^ et on obtient 

n— </ • an — q i . n — ^.Qnp^^.Sn— <y i 

fln.4n 'an+p an. 4/1 •6/1 

^ — yy 1 , n — p.^fv^~p \ , n — p. ara — pJSnr^ 1 
<7 ■ an *n-tHy "* an.4n 'an+<y an.4n.6n '3«H-^ 

Les deux séries comprises dans cette formule sont toujours conver- 
gentes y puisque chaque terme est moindre que la moitié du précé- 
dent : on obvie ainsi à l'inconvénient que présenterait la méthode 

ordinaire y si on voulait intégrer tout d'un coup la valeur de C^j ; 

depuis a: = o jusqu'à xz=zi y ce qui donnerait la suite très -peu 
convergente 

(-)= - H ^ . ^ , -4- ' ' . — \ — H- etc. (ij. 

\q/ p n n+p ^ n.an an + p^^ ^-' 

Au reste, lorsqu'on suppose p=q:ssay la formule (h') se réduit 
précisément à la formule (g") trouvée par une autre voie» 

(22). Il ne sera pas inutile de chercher la valenr de la fonction 

f^j y dans le cas où n est très-grand par rapport aux nombres p etc. 

Pour cela, soit p^=zan , ^= ^/i, on pourra considérer a et f comn(ie 
des quantités très -petites du premier ordre ^ et il faudra dévelop- 
per jusqu'au degré convenable les suites P et Q; on a d'abord^ 

5i 
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eu faisant | =7 a: ; 






3 + «l 
4- etc. 

Péveloppant la série renfermée dans la parenthèse , jusqu'aux 
quantités du second ordre inclusivement , et faisant pour abréger , 

B = a: + (i + 0f + ('+^+3)f + etc. 
C = a:+J + ^ + |^ + etc.- 



on aura 

a 
nx 



P = ^r.i + (A-.BO^-Ccf], 



Mais on a aussi a— = i — a/a + ^ «• ( /a )% etc. ; et d'ailleurs 
A = — log(i — ap)3^ — log(i — i)=;=loga^ de sorte qu'on 
peut supposer a-* =: i — Acp + 7 A*a»; ainsi en effectuant les dé- 
yeloppemens^ on aura 

Ou aura semblablement 

donc par la somme de ces quantités on troaye 

ou 

(aS). Il reste à trouver la valeur de B + C, et pour cela nous 
considérerons pour un moment B et G comme des fonctions d'uue 
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variable x ; nous aurons d'abord 

B-C=f +(i + i)y + (i + i+i)f-f-etc. 
^^^:^=ar-+-(i + i)ar» + (i+i4-i)x» + etc. 

1— ^X ' 1 — X ' 1-^X • 1— X ' 

donc ii(B— C) =:— J^ log (i — ^) , et en intégrant on a 

B — C = ilog'(i— x), 

sans constante ^ parce que B et G s'évanouissent en même temps 
que X. 

On a ensuite 

i^ = ar-+-f +^ + etc. = -log(i-.a:),. 
donc 

rfC = -^log(i-.*), 
et en intégrant 

C = — log a: log ( I —a?) — /t:^^ log a:. 

Soit a; SES I ^^j y on aura 

yj^logx=y=yi^ log(i-^) = ironst+Z +$ +|!4-etc; 

Si donc C est une. fonction de x désignée par 'i^ {x), on aura 

.ÇtË:^ logJCŒî const. -h* (^) = const4- * (i — x) j 

donc 

*(x)H-*(i — jc) = const — logxlog (i— a:). 

Si on fiait x=o, on trouve làconstante=*(i)=i+^ + gî+etc.^ 
quantité dont on sait que la valeur est -g- ^ de sorte qu'on aura 

*(x) + *(i-a:) = Ç-.logarlogCi-x) (V). 
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Celte formule fait voir qu'e'lanl connue la somme de la suite 

^(^a:)=x+^ + ^ + ^ + etc., 

pour toute valeur de x , depuis a: = o jusqu'à a: =7, on connaîtra 
la somme de la même suite pour toute valeur de a?, depuis ar= ^ 
jusqu a a: = I . 

(24). Dans le cas particulier où Ton fait x = j , l'équation ( F) 
donne 

donc dans ce même cas , on aura 

la • ' 
mais on a trouvé B — Ç = i log* ( i — ar) = ^ log*a =: ^ A'j donc 

et enfin 

C'est la limite vers laquelle tend continuellement la fonction T-V 
lorsque n augmente de plus en plus y p ei q restant les mêmes. 

C'est en même temps une valeur approchée de (^jy lorsque 
p elq sont petits par rapport à n. Soit , par exemple , p=:i, y= i , 
n=: 12 y on aura à très-peu près f M =: 2 Ti — gg^). 

Remarque sur quelques cas particuliers y où Von peut 
sommer la suite désignée par 4 (jxi) , et deux autres de 
la même espèce. 

(35). On a vu dans les recherches précédentes y que la suite repré- 
sentée par 4 (^)> ^^' sommable tant lorsque jc=:: i que lorsque 
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or ::=: 7. Landen, dans ses Mashémaiical Memoirs ^ pag. i lâ et suiv. ^ 
a indiqué deux autres cas où cette même suite est sommable : nous 
allons faire voir comment on parvient à ces résultats. 

Ayant fait >[/ (x) =^ + ^ + 3r + 2ï'"^ ^^^•> ^^ ^^ déduit 
rf4(ar)=;^(i+f+f- + etc0 = ~^^log(i-^) 

et '^x) = /^— log (1.— a:). Soitloga:=:/; etlog(i — •3c)=^, 
.on aurait à la fois 

donc 4(^) +4 ( ^ "• •^) = *^ "~ W =4(0 — ^^S ^ *^g (^ — ^)* 

C'est Féquation (l") que nous avons déjà trouvée ; mais on peut en 
trouver plusieurs autres. 

En efifet on aurait semblablement 4 (— Jc) = /~ — log (i H-o:) j 
mettant au lieu de x « on aura 

1 —a: ' 



donc 



4(-7^.)=/(t+îêî)log(.— ).- 



: 4W+4 (;^)=/Teî'<'g(— ^)=-i'»r(— ^)- 

On n'ajoute point de constante , parce que les deux membres s^éva- 
nouissent lorsque a; = o» 

Mettant de nouveau — -. — au lieu de a: « on aura 

1 •+-X ' 

Cette équation donne une valeur toujours finie pour 4 ( — ^)y quelque 
grand que soit or ^ puisque 4(— •^) ^^ dépend que de'^f ^ \ ou 
^ I ^ est plus petit que l.'unité. Mais comme dans le cas de a: > i , 

la suite désignée par 4(^) ^^^^ divergente, on ne voit pas 
quelle peut être son utilité ^ contentons-nous donc de considérer 
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les valeurà de 4 (—x ) lorsque a? est < i. Or on a direâtetoent 

réqualion pre'cédenle peut donc se met^e sous Isi formo 

Donnons à x unie vafeur parlicriiète., 4cUe qu'on ait a:* =±: -j-;^, 
ou a:*4-a;=:i ; si on fait € = — ^+7 /5, où «ftrfa jczc^, 
■■ '^ =g*s=si — ^. Donc 

l4(i_€)_4(^)î=^ilog*(,4.g)ï*-.iloê*e. 
Mais on a d'ailleurs par l'ëqualiOù (k'), 

4(,-.€;+-4(0-T-^i«Ér^î 

donc 

4(i-e)=s5-iog'Ç. 

Ainsi on connaît la transcendante '\^(pc)y non-seolement lorsque 
ar = I et or = \j mais encore lorsque x =ts ^.5=**- j 4-î V^5, et 
lorsque x = i — ff = f — | V^5. 

(26). Considérons maintenant la fonctioà 

On aura d'abord ^ (ar) = 4 (pc) -^ :| 4 (a:*) , ce tpii se vérifie immé- 
diatement par les expressions en série de 4 {^) ^^ 4 C*^')* Mais oa 
connaît les valeurs de 4 (^) et 4 (j^^) lorsque x z=z€ ^ puisqu'alors 
j:* a= I — • € } donc on ^ura ^nt tre mettre ^a^ , 

Pour avoir d'antres valeurB dfe k IbnctiMi f» ^jjîobserve tfOiom a 
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d'où 

Mettons lUf à la place de x, nous aurons semblablement 

Ajoutant te» deux équations et effectuant Tintégralion indiquée ; 
on aura 

On a ajouté la constante ^(i), afin que les deux membres soient 
égaux lorsque x= o. Quant à la valeur de ^(i) , elle se déduit 
de l'équation <P (^) 5= 4 W ^~ i 4 C*^)» V^ donne ^ (i) 5= | ^ (i) 
= ^; de sorte qu'on aura 

^ (-) +^ (t^I) = t+ ^ ïog ^ îog (~> 
Donnons maintenant à x une valeur particulière telle que -^ = 0:, 
il en résultera X = j/? — i s= 5^ j et d'après cette valeur , en aura 

?(>)=f- — flog> 

On connaît donc quatre valeurs diverses de ^ (x) ^ comme on eu 
connaît quatre de 4 (x) ; car la valeur connue ^ (C) en fait con- 

zialtre une autre ^ (r'^Ti) > ^" ^(^^ — ') = ^( V^5~^)- Ainsi les 
valeurs de ir pour lesquelles ^ (x) est connu ^ sont ors i , xsnC 
5?=— -t + T v^5,a? = 2C — I cï: ï/5— a, jcscs^^ts /a— 1, 

(27). Pour pousser epçgre plus loin ces recherches^ considérons 
la fonction 

A(jr)== x4-^ + g3- + ^ + etc. , 
qui en générai est une transcendante fort composée^ puisque c'est un 
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problème assez difficile de déterminer par une suite convergente , 

la valeur de A (i). On aura d'abord par la dififérentiation 

rfA(x)=^(i+i^+^4-elc.) = ^4(*)î 
ce qui donne A {x) = / — 4 (^) > ^^ 

A(a:) = log a;.4 (a:)+y*-^ logo? log (i — a:). 

Faisant comme ci-dessus log xsinp , log (i — jç^zs^ç ^ on aura 

A (x) = log X. 4 (x) +fpqdp , 
d*oii Ton déduit^ en mettant i — - a: à la place de a: ^ 

/dx 
— 4 ( — ^) ^ ^^ 

A(—x) =logx.4.(— a:) ^y*-£log j:log(i + x). 

Mettons dans cette équation à la place de a: , il viendra 

Ajoutant ces trois équation^ , et effectuant les intégrations indiquées ^ 
on aura la formule générale 

A(x)+A(i— x)^ r A (1) + logx. 4 (x) + log Çi— x) ^ (1— x) 

• 

Soit 0:=:^ , le premier membre deviendra a A (î)+ A (*— i) ; elcomme 
on a eu général A(a:)4-A( — x) = ^A(a;*), ce qui donne A (-^^i) 
==■—:? A (i) , on trouvera 

2Aa)-|AC,)=ACi)+alogi.4(i)H-iIog»(f). 
Substituant la valeur connue de 4 (ï)> il viendra 

fAC0 = Aa) + ^log(3)~i(log2)»; 

d'où 
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d'où Ton voit que A (^) peut se déterminer par le moyen de A (i) ; 
et réciproquement A (i ) peut se déterminer par le moyen de A^)^ 
ce qui est une première manière d'exprimer la transcendante A (i) 
par une suite convergente. 

En second lieu^ si on fait x:=z i ^^ C =i 6*y € ayant la même 
valeur que ci-dessus^ la formule générale donnera 

A(OH- A(f»)-f-A(-^;=iog c [24 (^')+ 4 (0 +4 C-^)] 

+ A(i)4-|iog»e. 

Mais on a 4 (C)H-4 (^g) = i4(^) et A (O+A (— e)=i A(— ^0 ; 

donc 

|A(C0 = |log€4(Ç0+A(i)+|log'f; 

or on a trouvé 4 (^*) = ^ — log* € ; donc enfin 

A(0 = iA(fO-Çlog€ + |log'ff. 

Ainsila quantité A (i ) qui représente la suite i+"5 + 53+25 + ^^c., 

peut se déterminer par le moyen de A (€*) , c'est-à-dire par la suite 

convergente ff* -f- -3 + - 4- --f-clc. , dans laquelle €*= 1(3 — /5), 

quantité plus petite que o^4- ^^^ formules ont été données sans dé- 
monstration dans l'ouvrage cité de Landen^ pag. 118; et jusqu'à 
présent on n'est pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes de 
transcendantes, 

/^ ocf^^dx log - 

Considération des formules intégrales J -^ ^ , 

~y etc. Théorème très remarquable sur 

la première de ces formules. 

( 28 )• Si on . désigne par Z la fonction (-) ou l'intégrale 
/-j , prise depuis x s=s o jusqu'à 5:= i , les différentielles 

successives de Z^ prises en faisant varier p seule ^ donneront \e% 

3a 
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problème assez difficile de déterminer par une suite convergente , 

la valeur de A (i). On aura d'abord par la dififërentiation 

ce qui donne A (x) = / — 4 (^) 9 ^^ 

A (x) = log oî. 4 (x) 4-y*-^ log a? log (i — a: ). 

Faisant comme ci-dessus log xsinp , log (i — jç^zs^ç ^ ois^ aura 

A (x) = log X. 4 (x) +fpqdp , 
d'où Ton déduit^ en mettant i — *a:à la place de a:^ 

A(i — x) = log (i — or) 4 (i — a:) +7^7^:7. 

—r 4 ( x) j ou 

A (— «) = log X . 4 (— a:) H-'f-^ log x log (i + x). 
Mettons dans cette équation ——■ à la place 4e ^ > il tiendra 

Ajoutant ces trois équation^ , et effectuant les intégrations indique'es, 
on aura la formule générale 

A(x)+A(i— x)^ fA(i)+logx.4(x) + Iog(;i— a:)4(i— x) 

Soit x:^ -j , le premier membre deviendra a A (x)rf- A (*— i) ; elcomme 
on a eu général A(a:)+A( — ar) = ^A(a;f), ce qui donne A (-=^—1) 
:;= ■— ^ A (i) , on trouvera 

2Aa)-lAC,)=:ACi)+2logi.4(i) + |log»a). ! 

Substituant la valeur connue de 4 (t)> il viendra 

|AC0 = A(i)+^log(3)~i(loga)»j I 

d'où ' 
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d*oii Ton voit que A (^) peut se déterminer par le moyen de A (i) ; 
et réciproquement A (i ) peut se déterminer par le moyen de A (7)^ 
ce qui est une première manière d'exprimer la transcendante A (i) 
par une suite convergente. 

En second lieu^ si on fait a: = i — € = ^*^ f ayant la même 
valeur que ci-dessus^ la formule générale donnera 

A(0H- A (^O-f- A(— f ; =log € [a4 (ff*) H- 4 (0 +4 (—0] 

+ A(i) + |log»€. 

Mais on a 4 (€) +4 (—€) = i 4 (g*) et A (0+ A (—0=7 A (—€') ; 

donc 

|A(C0 = |logÇ4(Ç0+A(i)4.|log»f; 

or on a trouvé 4 (^*) = "T — log*^î donc enfin 

A(i) = iA(^0~Çlogff + |log'ff. 

Ainsi la quantité A (i ) qui représente la suite i+"3 + 3J+73 + ^^^'> 

peut se déterminer par le moyen de A (€^) y c'est-à-dire par la suite 

convergente ^* + ^ + 53 + ts+cIc, , dans laquelle €*=ï(3— v^5), 

quantité plus petite que o^4- ^^^ formules ont été données sans dé- 
monstration dans Fouvrage cité de Landen^ pag. 118; et jusqu'à 
présent on n'est pas allé plus loin dans la théorie de ces sortes de 
transcendantes, 



Considération des Jbrmules intégrales j - 

s- 



o^^àx log - 



X 



~j etc. Théorème très remarquabU sur 



(/( i _ jp»)»-^ 



la première de ces Jormules. 

( 28 )• Si on . désigne par Z la fonction f - ^ ou l'intégrale 

/-j — , prise depuis x = o jusqu'à a:= i , les différentielles 

1/(1— x-)»-^ 
successives de Z ^ prises en faisant varier p seule y donneront Ie$ 

3a 
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nouvelles formules 



dp %/ n 









V/(i— X»)»-* 






dx\o^- 



etc., 

ces intégrales étant encore prises depuis x = o jusqu'à a: = r^ 
Comme on a généralement par la formule (î^)^ 

p n n+p. n.2n an+p n.a/i.O/i on+p 

on en déduit par des difierentiations successives ^. 



/ 



V/(i— x«)«-^ 






L^""^ ^ ■ n—q.^n—q 1 



(mO^ 



1- i^x^'<irlog*i 

etc. 

Maïs ces suites ont l'inconvénient de n'être pas suffisamment coii^ 
Ycrgeutes. 

(29). Pour avoir ces mêmes valeurs exprunées en suites plus; 
convergentes, il faudrait partir de la formule (h'), el la différeolier 
par rapport à p , autant dq fois qu'il est nécessaire*. 

£n la diffécentiant une fois , on aura 
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1/(1 -x-)--^ '* '-'' ""* "^ "^"'"^ '*'*"^'' -• 

^ ^ Lp* ^ 2/1 • (/i+p)* ^ ftA.4n (afi+p)» ^ J 
( i 1 n.-y.ai>— p / X i_\ 

r^an.i(ii.6B,(3/i-4-g)\n— p^ a/1 — p ' û/i — p/j 
L+«tc. 



+ a- 



Ces suites sont convergentes^ puisque cbaque terme est moindre 
que la moitié du terme précèdent ; mais leur forme est compliquée , 
et elle le deviendrait davantage dans la différentielle du second 
ordre ou d'un ordre plus élevé. C'est pourquoi il convient d'avoir 
recours à d'autres moyens si l'on veut évaluer facilement les inté- 
grales dont il s'agit* 

(5o). Désignons par ^ ( ^ ) l'intégrale / -^ -,et par 4 (-) 

|/(i — x")""^ 

le rapport de cette intégrale k la fonction ( ^ J> àé]k représentée 
par Z y ensorte qu'on ait 

suivant ce qui a été dit (art. ^8)^ où aura 

'(i)=-f 

« +(?) = -ç-Z = -=^-- 

Mais puisqu'on a aussi ZsT-VUenen résulte 

où il fiiut observer que ^ ( - ) ï^*«st pas la même chose que * (ô / 
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La diffërentielle complète de Z ou de(J) pourra donc être 
exprimée ainsi : 

^(£)=_«*(E)-^(S) «. 

(5i). Cela posé, si on prend réqualion générale 

(?)•e^')=(?)•m. 

qui peut être mise sous la forme 

i.g d) + log (e±S) = log Ç) + log (ïf')' 

et qu'on la différentie par rapport à ^ ^ on aura 
OU suivant les dénominations établies y 

-K5)+4(=?)=4(0+4(tf') (?y 

La même équation étant différentiée par rapport à y ^ donne 

La différentielle par rapport à r donnerait un résultat de la même 
forme que le précédent, et qui y serait par conséquent compris. 
On peut de plus faire voir que Téquation à quatre termes (p^, est 
comprise dans l'équation (qQ ; car de celle*ci on déduit , par la per^ 
mutation des lettres p ei q y 

et de cette dernière on conclut y par l'échange des lettres g et r, 

•K?>++e-f')=4c-^). 
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donc 

4©+4(ï?)=40)++(^O- 

ce qui est Téquation (p^). 

(Sa). De là on voit qu'il suffit de considérer Téquation k trois 
termes (q") ^ et c'est de cette source que nous allons tirer toutes 



les relations qui existent entre les diverses quantités 4 (jy 9 q^ 
répondent à une même valeur de /s. 

Parmi les quantités T^V on distingue celles de la forme (-)i 

dont la valeur est ^ -)==-; il en résulte ^T-Js-î;, et par 
conséquent 

première formule qui servira à la réduction des autres. 

Parmi les mêmes quantités y on trouve en second lieu la formule 
remarquable 

Vu — fl/ ûnam * 

d'où l'on déduit y en prenant la différentielle de chaque membre 
par rapport à a^ 

Celle équation étant divisée par (-37-) donne 

La fonction %[/ ( ^ ) est remarquable dans l'ordre des fonctions 

4 > comme la quantité ^ ^^ J l'est parmi celles de son espèce. Nous 

nous servirons donc de cette fonction pour exprimer toutes les autres^ 
et nous ferons ^ pour abréger y 

+ (^>=B.. M 
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Cela posé , l'équalioii qu'on vient de trouver s'exprimera ainsi : 

B, — B,^.= ûù coi aœ. (t') 

Elle fait voir que la valeur de B^ se conclut de celle de B,^ , et ré* 
ciproquement ; d'où il suit que dans les quantités B|^ B.^ Bj^ etc., 
il suffit de connaître les premières jusqu'à ceUe dont le rang est 

- ou "^ inclusivement. 

(53). De l'équalion (q") , on déduit généralement 

4(f)-4(D=4(îéï). W 

donc en particulier^ 
et par conséquent 

Puisqu'on a (^-^—) = --^ • ( ")* ^^^^ équation étant differentiée 
logarithmiquement par rapport ap , donne 

et la même équation étant differentiée par rapport à ^^ donnera 

Ces deux équations serviront au besoin à transformer toute fonction 
4/ ^ T j en une fonction semblable^ dans laquelle a eib seraient plus 
pedts que ;» : on en déduit^ par exemi^e^ 

4(;ric)=4(") + ;rT^^ 

MaisonaB.= i-4(0 et B.,. = ;^-4(-^); donc 

B.^ s= B, — - , (z') 
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formule qui servira à trouver la valeur de B«^ si a est plus grand 
que n. tailleurs il est aisé de voir qu'on a B. = o et B, = oo. 

Revenons à l'équation (q') et faisons p '\-q'^r'=.n y afin qu'on 
ait à la foi» >|/ (-^) = B, et 4 (^7^) = B^ ssB^, on aura 

c^est la valeur de toute fonction 4" ( I y ^ ^^^^ laquelle on a 
Si dans la même équation (q"") on fait;E7=:n»— ^^ on aura 

4C-=*TT)=+(îêî)+4(=> 

Maïs par l'équation (v') ona^ (-)==-•"— B,; donc 

4Cr+?rr^) = B,-B, + i; (l,-> 

c'est la valeur de toute fonction 4" C I ) > ^'^^ laquelle on a 

(34). On pourra donc déterminer généralement la valeur de toute 
fonction 4^ ( x j> si on détermine celle de lauxiliaire B^, ou celle 

de la fonction 4 ( ^ ) > pïûsqn on a Ba = - —4 ( w* 

Orona(^) = i,et(p(5) ^J ^; donc tout se ré-^ 

duit à trouver l'intégrale 






"^doc log - 



r 



prise à l'ordinaire depuis x?=: o jusqu'à j: := t. 

Pour cela, soit a:" œ i — j", l'intégrale pre'cédente aura poar* 
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Cela posé , Féqualion qu'on vient de trouver s'exprimera ainsi : 

Ba — B._. = (ê coi 00$. (t') 

Elle fait voir que la valeur de B^ se conclut de celle de B,_^ , el ré* 
ciproquement ; d'où il suit que dans les quantités B, ^ B., Bj, etc., 
il suffit de connaître les premières jusqu'à celle dont le rang est 

- ou inclusivement. 

(33). De l'équation (k() , on déduit généralement 

+ a)-4(D=4(ïé-0. M 

donc en particulier , 

4(=)-4(S)=4(^)=B., 

et par conséquent 

4( = )=r-B.- O 

Puisqu'on a r j = ^ • • C ^)* ^®*^ équation étant difTérentiée 
logarithmiquement par rapport h,p ^ donne 

4C-i7:)=4(=)-?+FR' M 

et la même équation étant difierentiée par rapport k q^ donnera 

4(,-ii)=40)+,-iy (y-) 

Ces deux équations serviront au besoin à transformer toute fonctioa 
4 r ^ j en une fonction semblable, dans laquelle a tib seraient plus 
petits que /» : on en déduit , par exemfde , 

Maison*B,= i-4(2) et B.^ = ;^-4(;^); doue 



Digitized by 



Google 



DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. a55 

formule <juî servira à trouver la valeur de B«j si a est plus grand 
que n. bailleurs il est aisé de voir qu'on a B. = o et B, = oo. 

Revenons à l'équation (q') et faisons p -^q-^r^sin y afin qu'on 
ait à la foi» 4, (^) = B, et 4 (^) = B^ =:B»_, on aura 

4(;rz:^)=B,-B._„ (a-) 

c^est la valeur de toute fonction 4" ( J } > ^^^^ laquelle on a 
Si dans la même équation (q^) on hlip:=:in*^q^ on aura 

4C-3^)=4C-^)+4(=> 

Mais par Vëquation (v") ona4 (-)=- — B,; donc 

c'est la valeur de toute fonction 4" (x}> ^^^ laquelle on a 

(34). On pourra donc déterminer généralement la valeur de toute 
fonction 4^ r T )> si on détermine celle de l'auxiliaire B«^ ou celle 

de la fonction 4 ( "" ) > P^squ on a B^ = - —4 ( ^ )* 

Orona(^-J = i,etçr-J ==/ ^; donc tout se ré- 

duit à trouver l'intégrale 






prise à l'ordinaire depuis x ;= o jusqu'à x = i. 

Pour cela, soit a:"œ:i — jr% l'intégrale précédente aura pour- 
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transformée 

D'na autre côté, J^log( i — y) peut être mis sous la forme 
(y— I ) log ( ï —jr' ) —y Y— y ' **" *^*^ ^^^'^ 

La partie hors du signe s'évanouit en taisant j^s: o ^ et elle se réduit 
à - en faisant/ := i ; donc 

donc en général^ 

cette intégrale étant prise depuis / = o jusqu'à j^ = i. 



(55). Cela posé y en fsiisant toujours â> = - ^ on trouve par les 
formules connues pour l'intégration des fractions rationnelles ; 



B, = -log n H C0 sin 2acû ^ — cos 2acû log ( a sin m ) 

-4- ^î— ^ a> sin 4^âi — - cos 4^a» log ( 2 sin 3«) 

H— 6 • il 

H â> sinôaâ» -— - cos 6ââ» log ( a sin 5^} 

+ etc. 

Cette suite devra être prolongée jusqu'au terme 

~ c» sin (/i— i)ac9 — ^ cos (/x — 1 ) a» log (2 sin 2^ a^ , 

si n est impair; mais si n est pair , il faudra prendre seulement la 
moitié du dernier terme^ laquelle sera •— ~ cos a^ log 2. 

Si 



Digitized by 



Google 



DES INTÉGRALES EULÊRIENNES. ^Sj 

Si Ton se rappelle ensuite les formules 

sinx+ sm 2a: + sm 5a:. . ••+- sm mx = — ^ ^, ^ ^ ■ ; 

• ' ' a ( 1 — cos a: ) ' 

, • I 19' • ir I • ^ (/n+i)sinma:— msin fm-4-Ox 

• ' â(i-~co8x) • 

on trouvera que la suite 

âP sin 2(Z€0 -f- — -î 0» sin A^r^ H m sia oa^ -4- etc. . 

prolongée jusqu'à un nombre de termes -^^ ou -^^ ^ a pour sommt 
\6û cot a£v. Donc sin est impair^ on aura 

B,= -log/l-f-7â>COta»— - cos 3tf£» log (a siuâ») 

— •- cos 4<zâ» log (a sin aâ>) 

— - cos Sac» log (a sin 5«) 

_ 

— ^ cos (»— i) «« log Ta sin îî^ a>j J 

et si n est pair^ on aura l ^^»\ 

B.=-log/ï + x«cota«— i cos o^ log a 

•— - cos 2acû log ( a sin 6^) 

— - cos 4^4» log (a sin ao») 

— - cos (/ï— a) a» log (a sin ^^^ «Y 

(56). Dans le cas particulier ou Ton a âs=|/i^ n étant pair, om 
trouve directement par la formule (c'), 

B.=/-Ç^=^iogCi+r)-^og.. 

Pour que cette valenr s'accorde avec celle que donne dans le même 

«3 
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:>5» SECONDE PARTIE, 

cas la formule (d*), il feut qu'on ait 

log(a sîa û>) — log (asîaaûo)-}- log(2sm5A»). « » •. 

dblog Fasiur^ — i^a»J=(i -f-^ cos a^)log:a — T^ogrif 

•u , ce qui revient au même , en passant aux nombres^ et supposant 
soit /z= 4^'^ s^^ » = 4^* + Ty 

sîn » sîn 5* sin 5« sîn ( ar— i ) « ___^ // a \ 

sin a« sin 4« sia 6» . . . . sin ( a/*) *"" y \ n /* 

€ette fôrmuîe est facile à vérifier au moyen de la valeur de sm nz^ 
donnée par Euler dans son Introd. in anal. , pag. 204 ; car en faisant 
successivement dans celte valeur ^2 infiniment petit , et/zzssx'^s» 
on en tire 

sîn ^ sin 2â9 sin Siv. • . .sin - «)s= 2^ « v^/i „ 

sîn A> sin 5a> sin 5«. . . .sîn (a«— i ) « = 2 * j 

ai étattt - ou -^^ selon que /^ est die la forme 4^' ou 4/-+'*> «^ 
de là résulte Téquatioa précédente. 

(37).. Ayant réxpressîbn générale de B^ , on en déduit celfc dfc 
•^* r^ Jj >, au moyen de Tune ou Tautre des formules^ 

Ih première ayant lieu lorsque p -j^q esi<^n, et la seconde Forsque* 

P -K7 est > /^. En cas dVgalité , on a simplement 4 (") =^f* 

Ces vallBurs qui soxit dëdnâes des formules {a') et (b*) peuvent: 
aussi être mises sons, une seule £>rme générale , qui est 

«e qui pcouve immédiatemeiit que la fonction 4 T^) ^^ b>uj6ar&. 
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DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. ^Sj 

'âéterminable par les arcs de cercle et les logarithmes. On par- 
laient ainsi à ce théorème très-remarquable par son élégance et sa 
généralité. 

»Sï Von prend les trois intégrales 

n ^ JH » J ,^a^ ^^ 

centre les limites ?c = o, x=:i^ la première sera égale au produis 
des deux autres. 

(58). On trouve dans le tome IV du Calcul intégral d'Euler , 
pag. i66^ une démonstration du même théorème qui, à cause de 
"sa grande simplicité ^ aurait dû être substituée à la précédente^ s'il 
n'y avait pas quelque avantage à considérer un même objet sous 
4ifférens points de vue. Voici cette démonstration Q). 

Par la formule de l'art. ^,xm^ 

Z = e±5 ^E±l±2 ^ L±£±^,etc, 
P P+^ P+«» 

Différentiant logarithmiquemeut les deux membres par rapport 
^p, il viendra 

Soit <> ou ^ (y) une fonction de f , telle qu'on ait 

P P+9 P+n P-H/+» P+ai» p+ç+a« 
La fonction 4> (f^) devenant ^ (i) lorsque p =: i , on aura 



(*) Etiler n'avait donné d^abord qn^un cas particulier de ce théorème , qu'on 
tronye dans le tome I de ses Opusc. anal. , pag. 1 83 ; il est ensuite panenu au 
théorème général « dont 3 a donné une démonstration que nous rapportons ici ; 
mais* cette circonstance m'avait échappé lorsque j'ai publié mon Mémoire sut 
les intégrales définies^ où je n'ai cité que le cas particulier des Opusc. anal. 
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Mais^=-^Q), donc^^(^) ou 4(J ) = *(i). Ainsi pour 

avoir la valeur de la fonction 4' ^ ^ Yil ne s'agit que de trouver celle 
de*(i). ' 

Or en différentiant par rapport à c la valeur de 4 , on a 

<» = <fj '^' +^'-' +«'"+'^' 4- etc.) 
OU en sommant ces suites^ '.> 

donc 

Cette intégrale devra être prise de manière qu'elle s'évanouisse 
lorsque f^=o^ on fera ensuite i^= i^ et on aura la valeur cherchée 
de 9(i). Donc comme on peut mettre jr à la place de ^^ on aura en 
général 

l'intégrale du second membre étant prise entre les limites ^ =: o ; 
x=: I. De là résulte le théorème de l'article précédent. 

(59). Pour étendre encore davantage cette théorie , considérons 
les deux suites d'intégrales en Z et en T^ prises depuis or = o 
jusqu'à x ;= I , savoir : 



/*xf-'dx loc* i 
1/(1 — X"}""^ 



1/(1 -X-)' 

elc« etc. 
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n résulte d'abord du thëorème précédent qa'on a 

Z'=ZT. 

Différentiant cette équation par rapport k p , et observant qu'on « 
^=-Z', |.=-Z% ^ = - T^ on aura Z'=ZT+ZT',ou 

z'=z(T*+'r). 

Celle-ci étant difierentiée de nouveau par rapport sl p , donne 

Z^=Z(T»4-5Tr-|-T'), 

et ainsi de suite y la loi de ces expressions étant analogue à celle des 
différentielles successives de la formule ue^*^^. 

Si Ton veut donc avoir les valeurs des quantités Z', Z% Z^, etc. , 
ou simplement leur rapport à la fonction primitive Z, il fitudra con- 
naître les quantités T^ T'y T% etc. en pareil nombre. Mais comme 
ceUes--ci sont rationnelles y et contiennent des puissances moins éle- 
vées de log - y on voit qu'au moins la difficulté est diminuée. 

(4o). Si l'on intègre la différentielle x^r^'f^'dxy depuis j;=o jus- 
qu'à jr ;= I ^ on aura 

/*"•+-• 4r=-i- = 1 _ *. + ^ - îl +ctc. 

•^ m+oL m m^ mr m» • 

Si on met la même différentielle sous la forme x^^'dx.x*^ ou 
a^^^dx (i + et log ^-H — log* or H- g log^x + etc.), 

5on intégrale prise entre les mêmes limites y sera 

fûcr-'dx-i^ afaf^'dx log jr-f- ^/z^-'iilr log»x+etc. 

L*ideniité de ces deux formules exige donc qu'on ait 
fjf^'dx = - 
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<et en général 

(4i). A l'aide de cette formule on peut exprimer les quantités 
T', T% etc., par des séries régulières, composéas des puissances 
réciproques des nombres pris à des intervalles égaux dans la suite 
des nombres naturels. 

Ainsi en développant d'abord la différentielle qu'il £siut intégrer 
pour avoir T', on a 

et effectuant l'intégration entre les limites x=09X=i^il vient 

Désignons en général par (a , n)'^y la somiïie de la suite 

laquelle deviendra (i , /?)"*, (2 , /^)*', (3, »)", etc. , selon qu'on fera 
«=i, 3, 5, etc. 9/1 étant constant : on aura suivant cette notation , 

etc- j 

(4a). Il faut observer que it et m restant les mêmes ^ on n^aura 
besoin de considérer les valeurs de (a, nY, que depuis a = i jusqu'à 
A = 71 ; car il est visible , par exemple^ que (/i + 1 , /x)" se réduit à 
(i,»)"»— .1 , et qu'en général on a 

Par suite de cette formule , on aurait de même 

(a + a», »)-=: (a, /!)- - ^ -r ^^^:^ , 
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€€ en général on réduira toute quantité {a, n)*", ou a est plus grand 
que n, à une quantité semblable où a n'excédera pas n. 

On Toit encore que (n, /})* teprésentuit la suite 

cette quantité est la même chose que 

Si donc on désigne par S. la somme des puissances de degré -— m ^ 
des nombres naturels, ensorte qu'on ait 

S,= i + ^ + ^ + ^H-5:.4'etc.y (1') 

on 9UTaL(n^ny=z~ $.. Enfin il est visible qu'on aura aussi Téquation 

Sm^ (tjny^ + (:^jn)''* . . • 4^ (n.n)^^ (in*); 

laquelle , en substituant la valeur de (n, 0)", devient 

(45). Considérons particulièrement le cas de n:=:a ^pzsix, q^ss. r^ 
alors on aura 

T = Ci, a)- - (a,3)- =;= (i - ^.) S. « i ^. 

1-=: <,,;.)3 _ (5,3)» ;^ (, - J) 8,.= ^S. 

etc. 

On sait q^e les quantités S^, S4, Se, etû; sont connues en fonctions^ 
de 'TT , et qu'on a S.çsa^'Tr', S^s^^tt*, S«ï=^^% etc. A l'égard' 
des quantités S3, S5,etc. , ce sont des transcendantes particulières 
qui ne se rattachent point aux autres transcendantes connues; il est^ 
Àcile néanmoins d'en trouver les valeurs avec une grande approxir- 
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matioD y par les belles méthodes qu Euler a données pour cet objeC 

( Cale, diff.y pag. 45i et suiv.). 

Au moyen de ces diverses quantités ^ on connaîtra donc les inté- 
grales suivantes , déduites des équations de Fart. 5g. 

|/(i — xjd) *^ â 

J V/(i — X3C) a \ ° ' la/ 

et on pourra prolonger indéfiniment cette suite où tout est connu; 
excepté Sj^ Ss^ etc. dont on connaît au moins les valeurs très- 
approchées^ jusqu'à S,5 ( Cale, diff.y pag. 4^0- 

De la réduction des transcendantes désignées par (a, n)*. 

(44)- Occupons-noûs maintenant de réduire au plus petit nombre 
possible les quantités (i,/*)"^ {:kynYy (3,w)", etc. qui répondent à 
une même valeur de n. Pour cet effet, reprenons Téquation (t'), et 
substituons-y la valeur de B donnée par la formule (c') , nous aurons 

D'où Ton tire , en difiërentiant successivement par rapport à a ^ 

J i yn -/' Xi y gm» a» 

fij 1 — y* J^ ^ y ""^ fiiii^ Q^ V ^p'J 

etc. 

Mettant au lieu des premiers membres les valeurs qu'ils ob« 

tiennent 
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tiennent par le déTcloppemeat en série et l'application de la for- 
mule (g") , on aura 

(a, »)» + (»— «,»)* = 



sin* aa 

etc. 

Ces fonnules serviront à établir entre les diverses quantités (a ^ /i)*"^ qui 
répondent à une même valeur d^ n^ toutes les relations qu'on peut 
obtenir par d'autres voies , et qui sont données sous diverses formes 
dans les ouvrages d'EuIer. C'est ce que nous allons développer dans 
deux exemples, 

(45). Soit /i=s6 et m^=i 2 y on aura l'équation générale 

d'où Ton déduit successivement 

(.,6). H- (5, 6).=-^ 

(a, 6)- + (4, 6)- = ^} CO 

(3, 6)- + (5, 6)-=;.^ 



ce qui donne en substituant la valeur a» = ? ^ 



0,6)» -h (5,6)»=^ 

(a,6)-H-(4,6)-=^ 

(5,6)- = =; 



6 



La somme de ces ëquations est 

-d'où l'on déduit S,s=: j**, ce qui est un résultat connu , mais la 

54 
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démonstration qu'on en donne ici, n*en est pâs ttioiaS remarqaabl^ 

Oulre cette valeur de S. , on connaît (5,6)*= ^ ^% et (Sfi^tia ^ S 
5— _L_ ^». mais les quatre autres quantités (i,6)% (2,6)% (4,6)% (5,6)*v 
ne peuvent être déterminées par les éqûaiionli précédente^. 

Observons cependant que puisqu'on a 

(*»6)» ^ i 4- è + 1^ -H SF + «»<^-» 
il en résulte 

(a,6)- = i(i + lH-iï + ^+etc.) = i<r,6)«4.i<4,6)*, 

doAc les quatre quantités dont il s'agit ^ peuvent être détermuUes 
au moyen de lune d entre elles ; par exemple^ au moyen de (i ^6)% 4e 
la manière suivante 

(1,6)- = C 

(5,6)-c=l*— .Ç 

(46). Quant à la valeur absolue de ^^ elle n'est déterminable 
exactement par aucune formule conaue | mais on peut en trouver 
uiie valeur aussi approchée qu'on voudra par la méthode qu'Euler 
a donnée ( Cale. diff. ^ pbg. 4^1 )« 

Pour cela ayant fait 

1 ,1, i , , 1 

on trouve en géûéral 



J=:C — i- 



A'n . BW 



a-* 1 An ^ , Wff 



A'^ B', Q!y Tïy etc. étant la suite deti nombres Bemoulliens. 

Il résulte de cette /brmtile que la somme de la suite prolongée 
à rinfini étant désif née par {a^ nf^ oa a (^ n)* sa C ; Mac Wcipro-^ 
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On sait que la suite A", B^j G^, V est divergQnte à comptf r du trot- 
f t^e terme , et le devient plus que toute progression géométrique 
donnée; d*où il suit que la suite contenue dans U formule (t')^ 
deviendra nécessairement divergente après un certain nombre de 
termes. Mais ce qui est fort remarquable , c'est que cette formule 
n'en est pas moins propre à donner la valeur de (a^ n)^ avec tout le 
degré d'approo^imation qu*on peut désirer. 

Pour cela il faut donner à x une valeur arbitraire d'autant plus 
grande qu'on voudra obtenir une plus graade approximation ( la 
valeur jr= lO suffit pour donner i8 ou ao décimales exactes )« A\l 
moyen de cette valeur^ on commencera par prends la $oi|»«ie 
effective de la suite 

* — a»"*" (a + n)* ^ ^a + a/i)» ^ {a^xn^^^ 

substituant ensuite cette valeur de s ainsi que celle de x dans Féqua* 
tion (l'') , on aura pour la valeur de (a, ny une suite d'abord très- 
convergente y mais dent la convergence diminuera de plus en plus , 
jusqu'à un certain terme où elle deviendra divergente , et cette 
divergence augmenterait de plus eh pluaii finfîni. 

Par le calcul des teirntes successifs, on obtiendra des résultats 
alternativement plus grands et plus petits que la valeur cherchée, 
et on devra s'arrêter aux lermee où cesse la. convergence. 

Ces termes indiquerout deux limites fort rapprochées^ entre les- 
quelles se trouve nécessairement la valeur de a^. 

Si ces deux limites ne donnaient pas encore une approximation 
suffisante , ii ne resterait. 4'autre pavti à prendre cpe de recomnem^ 
cer un nouveau calcul en donnant à x une valeur plus grande. 
Mais pour Tordinair?, une valeur médiocrenieal grande de x don* 
nera une très-grande approximation. 

Nous donnerons ci-après un exemple cb calcul de ces sortes de 
suites qu'on peut appeler suites demi^conuergentes^ 
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(47). Soit maintenant m = 3 et n = 6 ^ nous aurons l'équation 
générale 

(<,,6y_(6-<.,6)' = -^^, 

d'où l'on déduit les deux suivantes : 



(,,6y-(5,6)» = 45îiLn=4«V5| 



m3 / 



(«•) 



fli5 



(a,6)» -. (4,6)3 ^ _____ = ^ 

D'ailleurs on a (6, 6)' = jj^ç Sj, et 

(1,6)' + (a,6)3 + (3,6)» + (4,6)» -I- (5,6)» = ^ S,. 

Ces équations sont insuffisantes pour déterminer toutes les incon- 
nues ; mais les diviseurs de 6 qui sont 2 et 3 ^ en fournissent de 
nouvelles. 
On a en effet 

(2,6)» =i(i +l+i5 +-3,+ etc.)=^[(,,6)»+(4,6)»] 

C5>6)'=^(i+g3+p+-^+etc.)=^[(,,6)3+(5,6)»4-(5,6)»]î 

de là on voit que les cinq qnantite's (i,6)% (^^jof, (5^6)% (4,6)», (5,6)» 
se détermineront en supposant connue l'une d'entre elles. Ainsi 
en faisant (ij6)» ::= 0, on aura 

(,,6)» :== e 

(.,6)» = f(e-3^) 

(5,6)»==;;^(e-a«»t/3) 
(4,6)» = 1(^-1^) 
(5,6)» = I - 4«» »/3. 
La somme de ces quanlite's doit être égale à f}|S„ ainsi on aura 



ou 
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Réciproquement on peut exprimer toutes les quantités (ifi)', 

(a,6/, etc., au moyen de S, et de » = g , et On trouve 



(v') 



(5>6)' = ^ S* - ^«^ V/3 

(6>6)' = Slë S» 

(48). On déduirait aisément des équations (q') les autres pro-« 
priétés connucts des quantités (a, w)", c'est-k-dire des suites qui ré- 
sultent de la décomposition de la suite générale 

S«=i+^ + ^+;^ + ^ + elc., 

en prenant les termes de trois en trois^ de quatre en quatre^ ou en 
général de n en n. On trouverait , par exemple^ que la suite 

ï— gis + gïï— ^ + etc. 

est sommable lorsque m est impair^ et qu'elle ne l'est pas lorsque 
m est pair. 
On trouverait au contraire que la suite 

1 + ^ + çfî + ^ 4- etc. 

est sommaBle lorsque m est pair y et qu'elle ne l'est pas lorsque m 
est impair. Le mot sommable est ici entendu non dans un sens 
absolu y mais relativement aux méthodes connues jusqu'à présent. 

Ces choses n'ayant point de difficulté , et ayant d^ailleurs été 
démontrées par d'autres voies , nous ne nous y arrêterons pas da-« 
vantage. Nous ferons voir seulement comment on peut trouver^ 
par des suites qui soient convergentes dans toute leur étendue j 
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les Taletirs des quantités ^ et 83 qui sont restées i«e<Mmiies dans 
les art. 4^ et 47 i recherche plus difficile qu'elle ne parait au pr^ 
mier coup d*oeil , parce qu'en suivant les méthodes qui se pré- 
sentent naturellemeAt ^ an retombe snr la pe^ême difficulté qu'on 
Toulait résoudre. 

(49). Pour obtenir d'abord 1^ valeur de S| ^ j'observe qu'on peut 
fiipposer 

(5,6). = l/^Iog.J' 

car les seconds membres étant intégrés depuis >* es • jusqu'k 
^ = I ^ au moyen de la fomult (^), ces équations deviemem 
identiques. 
Or d'après les équattons. (i/) on a 

(1,6)' ^ i^T == s/tE^ 4r los'j^ m^ 4»V5, 
(a,6)' - (4,6)» = i/f^ rf^ logr^ „ ^. 

Ces deux équations ajoutées ensemble^ pius soustraites l'une de 
l'autre^ donnent les deux suivantes 

ile MNie %w'Qa a e^tre ee« intégrales le n^port trèt^npk 
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mais cette formule est susceptible d'être gëaéralisce aitisi t 

En effet, soil 
OD aura 

mettant dans cette dernière 7*^ «a lieu dej^^ il viendra 

et par conséquent Ps=s— ^Q. 

Par la combinaison deli équations (x*), et )a stibstituiion des 
valenrs données par les é<|uations (v') , on obtient 

(.,6)- + (4,6). = 1/4^ = i^ s. + ^ + ^/5, 
(3,6). + (6,6).=i/i^ = ;^S.. 
Soustrayant la seconde de la première , on aura 

d'ailleurs on a dé|à trouvié 
donc en éliminant »% on aura 

Cest de celte Ibraïule que nous allons tirer la ^eur de S*. 
(5o). Je renuorqne d'abord qu'on peut 6ire 

J ^+y+r ^Jx-¥y^^ aJ{i+y)(.i+y+yy 
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La première partie 

donc on aura 

18^»— J(l+^)(l^-Jr+y)• 
80it j = '~*' » et 1^ transformëe sera 

î^s,=/3^.iog:r; 

formule qui doit toujours être intégrée depuis 2=0 jusqu'à z = i. 

On voit maintenant que comme z* est toujours plus petit que i , 

on pourra réduire ^ , , en une série convergente , de sorte que 

rintégrale ne dépendra plus que de termes de la forme 

fz'^-^'dzlogy. Mais pour rendre la série encore plus convergente 9 
je fais z* = i — a', et j'ai 

intégrale qui doit être encore prise depuis 1^=0 jusqu^à 1^=1. 
Cette intégrale étant prise par parties , devient 

~ ^ *og (i — ^") Jog>- H-^|: logj^aog(i — ^) ; 

la première partie s'évanouit ans deux limites de Fintégrale ; ainsi 
on a simplement 

Dévebppant log ^i — ^\ et substituant la valeur -^ = — -;^f ^^ 
aura 

ijs.=i/&i„gi.(.+i;i+'.^+i|+«c:). 

Soit 
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Soit donc 

i/^.logI = p., 

i/«-&logi = F, . 

l/«*izlogi = P', 
etc. 

ces intégrales étant prises depnis z = o^ jusqu'à 2 =: x ^ et on 
aura 



^S3_PV+-.-- + g.- + ^ 



4« 1-^.^3 



etc. 



(5i). Pour avoir maintenant les quantités P% P', P*, etc. j'ob- 
serve qu'on a en général 

fu^dz log i = log ^fi^dz -f- r^ .furdz. 

Dans cette formule nous supposerons que l'intégrale fu^dz est 
prise de manière qu^elle s'évanouisse lorsque zs=:i ou uszro^ 

alors la partie \ùg- fà^dz s'évanouit aux devx limites de l'inté- 
grale^ et on a simplement 

i /u-rfz logi = \f^fu^dz =/- ^^-&, 

où l'on voit que les logarithmes ont entièrement disparu^ et qu'on 
ne doit plus tenir compte que de la relation 11*;= i —z*. 

On a d'ailjeurs 

J awirt- 1 J • am+ i ' 

multipliant de part et d'autre par -^ et intégrant^ on aura 

pw ^ ^^ p(«-0 _ p'"""*^^ . 

Or zdz:=i^^udu^ et par conséquent 

55 
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cette intégrale devant être prise depuis z=:Oy jusqu'à z =: i ^ elle 

se réduit à — — ^ ^ , ■ . : donc on aura 

QTfl 



pW ;_ _l!ÎL_,pC«-0 — . 



a/n + i' a/nCam+i)' 

ha première valeur 

donc on aura successivement 

P' =Ioga, 

7 6.7» 

elc. 

A« moyen de cette kù très-simple on ealcnlera asement lee diflë- 
rens termes de la suite décroiaaaate P% P', P', P", etc. Ënsoite on 
aura S, par la formule 

ce qui donne une approximation très-rapide y puisque chaque terme 
est moindre que le quart du précédent. 

En calculant cette suite jusqu'au terme P^' inclusivement^ on 
trouve S3 = 1 .2030567. Euler a trouvé par la métliode dont nous 
avons parlé , et en poussant l'approximation beaucoup plus loin ^ 

S3 = I • 3oao56go3i 59594281. 

(Voyez Cak. diff. , page 455). 

(52). Pour trouver par des procédés sembhibles^ la valeur de la 
transcendante Ç, demeurée inconnue dans les équations (s')^ j'ob- 
serve qu'on a 
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0.6)*=/7:^logi = C, 

de là je tire 

(.,6)- + (a,6)- - (4,6)- - (5,6)- ==/ ,_^/^ = :^ C - ^ '»"' 



donc 



f = iî-'+À/r^ 



rfylogi 



tout se réduit donc a trouver la yaleur de cette intégrale. 

Si on fait successivement ^=s-j(i — w), ^ = -i(i-f.tt), cl 
qu'on ajoute les deux transformées prises positivement^ on aura 

J 1 — y +y^ J 3 + u^ ^Ki-^u^J^ 
nouvelle intégrale qui doit encore être prise depuis ii = o jusqu'à 

La première partie de cette intégrale 

P-^^ = ^ ïog 4.arc tang ^ , 
et en Msant ù ss i , elle se réduit à 

L'autre partie 

étant appelée T^ on aura par le développement de la fraction^ 

i=f-^(^-"i+t-$+'<-)H('-'-)- 

or en ini^rant par parties on a 



f- «-*i»8(.-"-)= ^Sr^Hc-^y+r-^ ■ S 



r 
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376 SECONDE PARTIE. 

et puisque la quantité (i — «"•■^*)log(i — a*) s'évanouit aux deux 

limites de l'intégrale^ on a simplement 



Développant la quantité sous le signe et intégrant depuis uz=zo 
jusqu'à uz=i\y on aura 

donc enfin 

4- etc. , 

série convergente^ puisque chaque terme est moindre que fe tiers 
du précédent. T étant connu ^ on zxit%jll par la valeur 

i)e^ intégrales Eulérienttôs de ta seconde espèce^ 

(53). Considérons maintenant l'intégrale 

A~-'cii:(logiy, 

que nous supposerons toujours prise entre les limites Jt^s^o y artts 1 . 
On a d'abord en intégrant par parties, 

yzc--^ (log 1)'= ^ (log 1) + ^ A- ^ (log 1)-, 

«t comme la partie hors du signe s'évanouit aux deux limites , 
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pourvu qu'on suppose n >• o , on aura- alors 

faf^^dx (log i) "= ^ A— ^ (log i)""'. («) 

On aura donc en général^ si n est un nombre entier positif^ 

A--^(iogiy=: »— -r-' ••• . (^) 

Lorsque » ne sera pas un nombre entier , l'intégrale /r"T*^nog-J 

sera en général une transcendante dont il convient d'examiner les 
propriétés. 

Et d'abord au moyen de la formule ( « ) ^ on pourra toujours 
ramener cette transcendante au cas où l'exposant n est compris 
entre o et — i* 

De plus^ j'observe que sans rien diminuer de la généralité du 

calcul^ on peut Êdre 171 = 1 ; car la formule faf^^^dx\\og-\ étant 
proposée^ si Ton faitx"^=z, cette foimule deviendra —i?; /^^O^g- J . 

(1 V^i*"' 
log-J , 

.dans laquelle nous supposerons que a est positif et plus petit que 
l'unité. Cette quantité étant simplement fonction de a, nous U dési«- 
gnerons par V(a)^ et nous ferons 

r(«)=/ir(logi)'"- (>) 

L'objet des recherches suivantes est d'évaluer la fonction T (a) , 
lorsque â est une fraction rationnelle donnée, telle que 7, f , f , etc. , 
et nous nous proposons particulièrement de comparer entre elles 
les fonctions qui répondent k des valeurs de a de même dénomi- 
nation^ telles qùerf i V TV")^ ^^^' Enfin nous chercherons aussi 

a déterminer par approximation la transcendante F (a) pour toute 
valeur de a Talionnelle ou irrsÂionnelle. 

(55)« En prenant les intégrales depuis acsso jusqu'à 0:= i , et 
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278 SECONDE PARTIE, 

supposant m > i , on a cette formule de réduction ; 

d'où il suit que si m est un entier^ on aura exactement 

Daignons par ,*(*, iw) l'intégrale /r-^'^(i^ — o::^)"""', prise 
depuis X'=zo jusqu'à a: = ï , et dans l'hypolhèse que m est un 
entier positif^ on aura donc 

i.a.5, . .:{tk — i) flt g^f K 

Dans cette équation^ mettons successivement Amet(A+i)/» 
à la place de m^ nous aurons 



i.a.3....?m — 1 a -, ^ v 



1 .a.3. . . .Am + 771 — I * j»./ s I \ 



Divisant la seconde par la première > et faisant pour abréger ^ 
a 4- Ai»€ ss= Cl', il vient 



Ai»,Am + i,;.m -h a. ..Am + to — 1 "^ '^(«,A7n + m)* 
mais en mettant a' à la place de tt dans l'équation primitive , on a 
1 .3.3. . . .ni — 1 ^ ja^ / • ^ i» \ 

et multipliant ces deux équations entre elles, on a pour produit 

Am.A7î»-f ^«^ ••^^+''^--~f * ^(«,A7?l+7») 

Le premier membre, en vertu derFéquation pcmutÎTe^ pent être 
représenté par/i^'»— »£ir(i — x)"""*; et parce qu'on peut mettre x" 
à la place de ;r, sans cbanger les limites de riiitëgraie, il peut être 
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aussi représenté par n/x^^^^^^dx (i — a:")"""' ; donc on a 

Cette équation ainsi exprimée en un nombre fini de termes y ac-- 
quiert une plus grande généralité ^ et ne suppose plus,4]ue m est 
un nombre entier. 

En effet ^ les deux membres devant se réduire à une même fonc- 
tion de m et de Am^ laquelle est 

1 7n— I 1 , m— - 1 . jn— »A 1 

xm X * hm-^i i.a ' A/n+a *> 

on est maître de donner à m et X des valeurs positives quelconques^ 
et à plus forte raison aux quantités cL^C^n^ qui disparaissent dans 
les deux membres. 

(^6). Soit donc «=: i et € s= à un infiniment petit ^ on aura 
,-xf=flogi, et *(«,/») = C— /d:r(/i)""', 
de sorte qu'on aura en général 

Au moyen de cette formule , Téquation (J^) devient 
Soit maintenant m;=:^^ A;7i=:^,on aura donc 

Le premier membre n'est autre chose que la transcendante désignée 
ci-desaus par ( ^^j ainsi on aura cette équation remarquable 
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D*oii Ton voit que la transcendante f-j serait connue , si on con- 
naissait y pour la même yaleur de ;t ^ les fonctions de la forme 
rf^-V â étant entier. 

(Sy). n résulte d'abord de cette valeur de (^j , qu'on peut écltan- 

ger entre eux les nombres ^ et y ^ et qu'ainsi on ^(^J^^C^}»^^ 

qui est une des principales propriétés de ces fonctions, 
De plus on tire de cette formule 

Dans le second membre y il est visible qu'on peut faire la permuta- 
tion entre deux des nombres p^q^r, à volonté , ce qui donne le 
théorème fondamental 

dont on a ainsi une nouyfsUe démonstration très-simpleJ 

(58). Faisons voir maintenant comment les fonctions F se déter* 

minent au moyen des fonctions (-\ 

Observons d'abord qu'au moyen de l'équation (a) ^ on a en 
général 

r(»+i)=«r(«), (o 

ce qui permettra de réduire les cas où n est plps grand que l'unité 
à ceux où il est plus petit. 

Si l'on a n = I y alors T(n) se réduit à fdx = j:= i ; ainsi on a 

r(i)=,. (o 

Cela posé, faisons q^nn-^p dans l'équation ( c), alors la valeur du 
premier membre est connue , et on a 

. ^ '•(g)r(^ 
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ou , en d'autres termes, 

r(a)r(i-«)=5^. (8) 

Lorsque a = ^ ^ on a (Ta)* = ^ ; donc 

ra)=v/*. co 

L*équation (d) , très-remarquable dans cette théorie , fait voir qu'il 
suffit de connaître la yaleur de T (x) depuis x = ^ jusqu'à a: = i , 
et on en déduira les autres yaleurs de cette fonction depuis x =^ 
jusqu'à jc = o. Au reste , la yaleur de T (x) depuis a: = ^ jusqu'à 
X = i y ne varie qu'entre les limites x/^x et i ^ ou 1,77145 et i ,' 
tandis que depuis x=zj jusqu'à x=iOy elle varie depuis 1,7734^ 
jusqu'à l'infini ; et en particulier lorsque a est infiniment petit , la 

formule (fl) donne T (à) s= i. 

(59). Si dans Téquation ( €) on fait p=:i ^ et qu'on prenne 
successivement y = i ^ :3 ^ S. • • • jusqu'à n = i ^ on aura une suit^ 
d'équations 



(0= 

c4t)= 






hF 



(-:) 



Multipliant les a — i premières équations entre elles , on aura le 
produit 

56 
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si oa les multiplie toutes , ou qu'on fasse a = n, le produit donnera 

Soit donc pour abréger 

'r=v/G-(O(0-G) (^)]. 

ti on aura 

r(i)=«T. 

Connaissant T ^i V on en déduira T ( ^ ) P^r réquatîon déjà farou- 
Tée y qui donne 

p /a\ nT^ W VM^/ \n^) / > 



" (0©(0 C-ii) ^ 

El comme les quantités ('^\(''\(^j} etc. sont censées con^ 
nues pour chaque râleur de n ^ il ne reste plus rien à désirer 
pour la détermination des fonctions T T-Y 

(60). Réciproquement^ si on connaissait la valeur de F (x) pour 
toute valeur rationnelle de x ^ moindre que Tunité^ il serait Êtcile de 

déterminer l'intégrale C-j } car on a en général 

'^1) »r(£±f) ' ^' 

et s*il arrive que;c?+ 7 soit > n > on changera > dVprès Féquation (Ç),' 
cette formule en celle-ci 

Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner Tex* 
pression générale de Ç^j au moyen des quantités de la même 
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espèce Q), (i), Q), etc. Eq effet les valeurs de T (S)>r (J), 
r C* ■) étant tirées de la formule (x) , «n en déduira 

^'^ (t)(J)G)--(,-^) ' 

formule qui servira tant que p + q sera plus petit que n: 

Si on a ^ -f- y >> /t ^ il faudra faire usage de la seconde formule i 
«pi donnera par de semblables subsûlutioBS ^ 

Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus / 
et on les ferait coïncider entièrement en suJbstituant^ au lieu de 

chaque quantité ( ~ } > sa valeur 

ainsi les fonctions F offrent un nouveau moyen direct et très-simple 
de déterminer Texpression générale des quantités ( - \ 

(6i). Pour reveak* aux quantités T (a) y noua avons d^ troirr^ 
lequation 

r(rt).r(t — «)=^-^, 

^ '^ ^ ' 8in a»- ' 

au moyen de laquelle les valeurs de la fiinciioQ , depuis « = o 
jusqu'il a =3 79 se déduisent des valeurs supposées connues^ depuis 
tf = i jusqu'à 4( = I. 

Pioos allons prouver ultérieurement qu'il suffit de connaître les 
valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle , c est-à- 
dire seukment depuis azsz\ jusqua a sx i ^ et o« eu déduira toutes 
les autres valeurs. 

En effet ^ si on suppose à<i\ny réqualioo (s) donne io&t à la 
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si on les multiplie toutes , ou qu'où fasse a=: n,le produit donnera 

^a)=»\/Ci-(T)a)-a) c^)]- 

Soit donc pour abréger 

T=V^-(T)-(0-a) (dr.)]. 

r(i)=«T. 

Connaissant T^^V on en déduîra T^ ^) par Féqualion déjà trou- 



et on aura 



Tee , qui donne 



K)= 



iT 



w 



Et comme les quantités (")»("}* (5% ^^c. sont censées con^ 
nues pour chaque valeur de /i j il ne reste plus rien à désirer 
pour la détermination des fonctions T f- \ 

(60). Réciproquement^ si on connaissait la valeur de V (x) pour 
toute valeur rationnelle de x ^ moindre que l'unité^ il serait facile de 

déterminer l'intégrale Ç-j ; car on a en général 



W>' „r(£±2) * 



W 



et s'il arrive que;? + ç soît > /? , on changera > diaprés Féquation (Ç) ,* 
celte formule en celle-ci 



(?)= 



i^XO 



co 



■" <p+?-»)r(e±î=) 
Nous remarquerons que ces formules sont propres à donner Fex-- 

s9^ 



pression générale de Ç^j au moyen des quantités de la même i 
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r [ ^ ) étant tirées de la formule («) , on en déduira 

/p\ _ \p) \p+ J \p-i-J '\p+q — i) f . 

^'^" (f)a)G)--(î:b) ' ^^ 

formule qui servira tant que /? + y sera plus petit que n. 

Si on ap^q'^ riy ii faudra faire usage de la seconde formule ^ 
tjm donaera par de semblables substitutioBS , 



(0- 



1 \pJ \p + 1/ Vp + a/ \n— y) . ,. 

\p+q—n/ Vp+9— n+i/ \9— 1/ 

Ces formules répondent aux équations (k) et (n) trouvées ci-dessus / 
et on les ferait coïncider entièrement en substituant^ au lieu de 

chaque quantité ( - ) , sa valeur 

a)"^ 6in# ^ 

ainsi les fonctions F offrent un nouveau moyen direct et très-simple 
de déterminer Texpression générale des quantités ( ~ \ 

(6i). Pour revenir aux quantités T (a) y nous avons d^ trouva 
leqUalion 

^ ^ ^ ^ 8in air ' 

au moyen de laquelle les valeurs de la fonction , depuis tf =z o 
jusqu'à a^=^^j %^ déduisent des valeurs supposées connues^ depuis 
«= \ jusqu'à « = I. 

IKous allons piower ultérieurement qu*il sufBt de connaître les 
valeurs de la fonction dans la moitié de cet intervalle , €«st-à*« 
dire seulement depuis azsz\ jusqu'à a=s i ^ et oa eu déduira toutes 
les autnes valeurs. 

En effets si on suppose a < j/i^ l'équation (i) donne tout à la 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (d'), puis mettant simple- 
ment a au lieu de -, et réduisant les fonctions d'après la formule 

n 
(6), on aura 

r(a) = 21^ cosair.r(2a).r(i— a), 

équation qui suppose a<C{. 

Cette équation combinée avec l'équation (9) y donnera 

, r(i— a) = -^cosa7fr(i— aû)r(i + «); 

enfin de celle-ci on déduit, en mettant a — ^ au lieu de a^ 



Noud supposons connues les valeurs de T (a) depuis a = f jusqu a 
a = I. 

Cela posé, i*. Le second membre de l'équalion (y) sera connu 
pour toute valeur de a, depuis a = -5 jusqu'à <x = |; donc on con- 
naîtra r(a) dans ce même intervalle depuis az=:^ jusqu'à a = |. 

â"". Au moyen de ce premier cas , le second membre sera connu 
si 2 — 2a est compris entre ^ et | ; on connaîtra donc T (a) toutes 
les fois que a est compris entre -7^ et -ff. 

5*. Au moyen des deux premiers cas, le second membre de 
réquation (>) sera connu si 2 — 2 a est compris entre t^ et 7I j 
donc on connaîtra F (a) pour toutes les valeurs de a comprises 
depuis « = 1 = 4^ jusqu'à a = f^. 

4*. Le second membre sera encore connu si 2 — 2 a est com— 
pris enlre*|T «^ fi > donc T(a) sera connu depuis a = 1^ = 4- jus- 
qu'à a = If , et ainsi de suite.. 

Par ces diverses opérations les valeurs de a pour lesquelles r(a^ 



Digitized by 



Google 



DES INTÉGRALES EULÉMENNES. à85 

devient connu ^ se rapprochent aUernaliveraent ée là limite | , 
qu'elles n'atteignent cependant qu'à l'infini ^ puisque f ne peut paa 
s'exprimer exactement en fractions dont le dénominateur soit nne 
puissance de 2. Mais on Toit que par quatre opérations seulement , 
l'intervalle où T{a) reste à déterminer, ne s'étend plus que depuis 
« = 1^ jusqu'à a=|^. Une cinquième opération resserrerait cet in- 
tervalle de 1^ ou -^^Q à "i^^Q , et ainsi de suite. 

La limite commune de ces suites est | et r(|) se détermine 
directement en faisant a = | dans la formule (v), ce qui donne 



^3/ «nf^ \6/ 



(6.^). Dans les cas particuliers où l'on chercherait à déterminer 
une valeur de F (a), on ne doit s'embarrasser aucunement de la 
distinction des cas précédens , et l'application immédiate de la for- 
mule (v), répétée autant de fois qu'il est nécessaire, ou jusqu'à 
ce qu'il n'y ait plus d'inconnue à déterminer, conduira toujours au 
résultat qu'on cherche. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de T (0.67 5), 
on aura directement 

1 ^^0.070; _ ^^^33.3^- . j ^^ g5j . 

Dans le second membre r(o.65) est inconnue; pour la trouver/ 
il faudra faire une seconde application de la formule , et on aura 

^ ^ sm63' r(o.7o) ' 

une troisième application donnera 

1(0.70) = 
enfin une quatrième 

r(o.6o)=^ %.^^^, >— ^, 

d'où en renH>nlant on conclura, la valeur de 1(0.675) exprimée 
en quantités connues. Celte détermination est un peu longue dans^ 
ce cas, parce que 0.675 approche beaucoup de la limhe |.. 



~^ sin54'' 'r(o.6)' 
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(65). Puisqu'on a F (i) = i el r(i + a) = aF (a), la fonction r(a) 
se détermine toujours eKaclement lorsque a sera un nombre en- 
tier ^ et on •aura généralement 

r(û) = 1 .3.5 u— 1 ; 

d'où Ton voit que la quantité F (a) ^ considérée comme nne fonction 
continue de a, n'est autre chose que le terme général qui résulterait 
de l'interpolation de la suite i^ i, i.a, i.3.3, 1.2.5.49 ^^^- 

Les deux premiers termes de cette suite répondent aux valeurs 
a^=:\ y a^:=^2y eX. puisqu'ils sont tous deux égaux à l'unité^ il s'en- 
suit que dans l'intervalle depuis « = i jusqu'à a s=: 2 ^ la fonction 
T{a) doit devenir maximum ou minimum. 

On reconnaît aisément après quelques essais^ que c'est le minimum 
qui a lieu ^ et dans ce cas on trouve 

a = 1 .4616058, 
F (^) = 0.8856035, 
logF(fl) = 9.9472392. 

Passé la valeur a = 2, la fonction T(^a) augmente de phiS en 
plas , puisqu'on a F (2 + «) = (* 4-^) F ( i +^^. Donc la valeur <pie 
nous venons^e trouver est la plus, petite de toutes celles que peut 
prendre la fonction F (a) depuis a = o jusqu'à a = 00. 

11 suit de là que la meilleure manière de construire une table des 
valeurs de T{a) est de la calculer pour l'intervalle -entre iz= i et 
a = 2. Car dans cet intervalle la fonction ne varie qu'entre les 
limites i et o.8856o33, de sorte que les différences seront très- 
petites, et la table très-facile à interpoler. 

(64). D'après cette observation, et pour faciliter l'usage des fonc-* 
tions F, nous joignons ici une table des logarithmes de la fonction F^ 
calculés pour toutes les valeurs de a, de millième en millième ^ 
depuis a=i.ooo, jusqu'à a = 2.000. 

Cette table est aisée à interpoler pour toutes les valeurs inter- 
médiaires, et au moyen de Féquation F(i4-^)=stfF(a), on étendra 
son usage à tous les autres cas. 

En effet, si a est compris entre o et 1 , on déteramera F(«) par^ 

l'équation F (tf) =: - F (i -f-a). 
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(65). Puisqu'on a F (i) = i el r(i + a) = ûF (a), la fonclîon r(a) 
se détermine toujours eKaclement lorsque a sera un nombre en- 
tier ^ et on •âora généralement 

r(û) = t .3.5 ^ — t ; 

d'où l'on voit que la quantité T(ja) , considérée comme une fonction 
continue de a^ n'est autre chose que le terme général qui résulterait 
de l'interpolation de la suite i^ i^ i.a, i.3*3, 1.2.5.4^ ^^^• 

Les deux premiers termes de cette suite répondent aux valeurs 
a=i ^a^s^et puisqu'ils sont tous deux égaux à l'unité^ il s'en- 
suit que dans l'intervalle depuis « = i jusqu'à az=m , la fonction 
T{a) doit devenir maximum ou minimum. 

On reconnaît aisément après quelques essais ^ que c'est le minimum 
qui a lieu ^ et dans ce cas on trouve 

a= 1.4616058, 
r(^) = o.8856o35, 
logr(fl) = 9.9472392. 

Passé la valeur a = 2, la fonction F (a) augmente de plus en 
plas , puisqa^on a F (2 + «) = (* 4-^) F ( i +^^. Donc la valeur cpie 
nous venons^e trouver est la plus petite de toutes celles que peut 
prendre la fonction F (a) depuis « = jusqu'à a=: 00. 

11 suit de là que la meilleure manière de construire une table des 
valeurs de F (a) est de la calculer pour l'intervalle entre iz= i et 
a ==2. Car dans cet intervalle la fonction ne varie qu'entre les 
limites i et o.8856o33, de sorte que les différences seront très- 
petites, et la table très-facile à intei^poler. 

(64). D'après cette observation , et pour faciliter l'usage des fonc- 
tions F, nous joignons ici une table des logarithmes de la fonction F^ 
calculés pour toutes les valeurs de a, de millième en millième ^ 
depuis a = 1 . 000 , jusqu'à a = 2 . 000. 

Cette table est aisée à interpoler pour toutes les valeurs inter- 
médiaires , et au moyen de l'équation F(i4-^) = aF(a), on étendra 
son usage à tous les autres cas. 

En effet, si a est compris entre o et 1 , on déteromera T{m) par 

l'équation F (a) = - F (i + a). 
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Si a est compris entre a et 5, T(a) se déterminera par l'équation 
r(a) = (a — i)r(fl— i). Si a est compris entre 5 et 4> T(a) se dé- 
terminera par réqualiou r(a)=:(a— i)(« — 3)r(a— «a), et ainsi 
de suite. 

(65). Au moyen de cette table ^ il sera facile d'évaluer dans tous 

les cas la transcendante (^j qui répond à une valeur donnée de n. 

Pour cet effet, les équations (X) étant mises sous ces deux nou- 
velles formes^ 



M/ M 



(0- 



p<f 



,E±S 
PI 






on fera usage de la première^ sî Ton a ;i + ^ > ;î , et de la seconde 
si l'on ^p^q <.n. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la valeur de la trans- 
cendante 7i= (I) lorsque a= lo; on se servira alors de la première 
formule^ qui donne 

Z =s= r(t«5QQ)r (1.800) ^ 

a.4r(i.ioo) ' 
et à l'aide de la table, on trouve immédiatement 

log Zf= g. 5655972 ^ et Z =c 0.5660979; 

(66). Cherchons maiottafiant hc valeur de logr(i 4-^), k étant 
supposé très-petit. Cette valeur pourrait se déduire de l'interpo- 
lation des trois premiers termes de la table ; mais il sera plus exact 
d'interpoler des tenues moins rapprochés , afin que les différences 
secondes deviennent plus sensibles. Considérons pour cet effet les 
trois termes qui répondent aiuc valeursr 0=^=1*000, as:i.oo5, 
a=i.oio; on en déduira les différences, premières «t secondes^ 
comme il suit : 
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SECONDE PARTIE.' 



a 


logr 


Diff. i»*. 


Diff. a*. 


I.OOO 

i.oo5 

I.OIO 


o.ooooooo 

9.9987555 
9.9975288 


— 12445 

— 12267 


+ 178 



Soit A' = — o. 001:244^9 A'' = 0.00001 78; on aura^ en négligeant 

les différences troisièmes, logrfi -{ — ) = a:A^+ ^ ~^^ ^^ «^ 

' " \ 1000/ a 

en faisant a:=200Â:, 

logr(i +A) = — Ar(o.25o68) +**(o.556). 

Ce logarithme est un logarithme vulgaire } pour le rendre hyper^ 
bolique, il faut le multiplier par a.SoriS^ etc.^ ce qui donnera 

logr(i + Ar)=: — A:(o. 577:21) + *• (0.820). 

Cette valeur n'est qu'approchée; supposons que la valeur exacte 
soit, en rejetant toujours les termes affectés de 1^ et des puissances 
supérieures de A:, 

iogr(i+*)=— PA+Q^, 

on en déduira 

r(i +*) = I — PA4.(Q + 1P*)*« : 

de là résulte^ en changeant le signe de Ar, 

r(i-A) = i4-PA: + (Q + iP0A'. 

Mais l'équalion r (1+ *) = *r (k) donne F {h) = J r(i 4-*); donc 

rw = J~p-i-(Q+iP*)*- 

Multipliant entre elles ces deux dernières équations^ on aura 

rc*)r(i-A) = i(i + 2Q^»): 

xnais d un autre côté on sait que le premier membre z=^ - . *^ ■ 
s=:jfi+-g-h on a donc exactement 



Q = - = 0-823467, 



Noixs 
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DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. a«9 

Nous avions trouvé Q = o.S^o, maïs cette valeur ne pouvait être 
qu'approchée. 

Quant à la valeur de P, nous l'avons trouvée 0.57731 ; mais 
en poussant plus loin l'approximation^ on trouverait 

P = 0.5772156649, 
ainsi qu'on le fera voir ci-après. 

(67). Nous connaissons donc maintenant d'une manière fort ap- 
prochée les valeurs de F (i +k) et T(k)^ lorsque k est très-petit : ces 
valeurs sont 

r(,+*)=,_P«+(^ + lp.)*., 
r(*) = J-P +(fj+ip-)*. 

Au moyen de la dernière formule , il est aisé de trouver la valeur 
de la transcendante f^j lorsque^ et q sont très-petits par rapport 

à n. En effet, si on substitue les valeurs de Tf^\ ^ (n)' ^(^^)^ 
données par la formule précédente , dans l'équation (ë) , on trouvera 

ce qui s'accorde avec l'équation (1'). 

(68). Il reste à faire voir comment nous avons construit la table 
au moyen de laquelle on trouve si facilement, dans tous les cas, 

la valeur des fonctions F ^\-\ La méthode la plus simple qu'on 

puisse proposer pour cet objet est celle qui résulte d'une formule 
donnée par Euler dans son Cale, diff.^ page 4^5^ «et que nous 
allons rapporter. 

Si on appelle S la somme de la suite 

log I + log 2 + log 5. . . . + log k y 
on aura 

S = Alogt4-^log(air*) — *-{-j^ 



a;; 



3.4*» 






A', B", C, etc. étant les nombres BernouUiens. Soit donc e le 

37 
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on aura le produit 

1.3.5....* = ^-^ .(2'7r*)^.R. (p) 

Le premier membre est la valeur de r(A'+ i), lorsque k est un 
nombre entier ; *et comme le second membre est une fonction 
continue de ^^ on a généralement^ quel que soit k, 

Telle est la formule par laquelle on pourra dans tous les cas déter-* 
miner la valeur approchée de T(k+i^; mais il est à propos de 
faire à ce sujet quelques observations. «^ 

(69). La quantité R peut se développer suivant les puissances 

de j ; car on a R = i + log R 4- ï log*R + ^ log^R + etc. 

Substituant donc la valeur de logR, et mettant au lieu des coef- 
flciens A', B^ C, etc. leurs valeurs connues A's=:f, B's=:^, 
C' = q~, D'=: jô> etc., on aura 

R _ I j. JL j. _i i^â ËZi etc 

Dans cette suite, si on appelle M la partie 

I 1 571 , 

'■^a(iaA)*"^ iao(ia/î)* ^^^' 

où k est élevé à des puissances paires, et N l'autre partie, on aura 
M* — N* =: I ; de sorte qu'on peut prendre indifleremment 

R=:M + N; ou R=: njt^fi ' ^^ ^^^^ > coiume toutes les pms— 
sances de k sont impaires dans log R, le dungement du signe 
de * donnera log(M4-N) =— log.(M— N), ou log(M'— N*) 
s=o. Donc M* — N»=:i. 

(70). n «si à remarquer <jue la suite 

Tir "" rpï ■*" STîP "" ***• 
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BernouUiens , dont les expressions sont fort irrégulières, croissent 
continuellement , de manière qne si T et V sont deux termes con- 
sécutifs fort éloignés , l'un du rang n , Tautre du rang n -f- 1 ^ le 

rapport ^ a pour limite — . Cette suite ^ qui commence par être 

convergente pendant un assez grand nombre de termes , surtout 
si k est un peu grand , finit donc par être divergente , et donne- 
rait une valeur de JogR d'autant plus fautive , qu'on prendrait plus 
de termes au-delà de ceux où elle cesse d'être convergente. 

De là on voit que pour une valeur donnée de A:, il y a un terme 
qu'on ne doit pas passer dans le calcul de la suite 

Le terme auquel il faudra s'arrêter est celui qui serait suivi d'un 
terme plus grand , alors l'approximation ne peut aller plus loin ; 
mais elle sera tout aussi étendue qu'on voudra , en prenant k suf- 
fisamment grand. 

11 en serait de même de la série 

mais celle-ci n'est pas d'un usage aussi facile que la série 

r — îTTTs + etc. 

dont la loi est manifeste ^ et ne dépend que des nombres Ber«- 
nouUiens. 

On peut fixer a priori le nombre de termes après lequel la suite 

A' B^ 

'3T4P 



— ^TTS + «•C- 



cesse d'être convergente ; car en considérant les deux termes con- 
6écnli& 

a/i.an — i.ft»"-*^ fl/i + a.a» + i./i"-^«^ 
et les supposant égaux ^ on aura 

T<»-^0 an + a.Qn-f 1 .^ 



très-pea près n = '7rA:. Ainsi en faisant Ar = 5, on a n=: i5 oa iS, 
c'esl-à-dire que la série cesse d'èlre convergente vers le i5*"'« terme; 
si on faisait k= lO, la série ne cesserait d'être convergente que 
vers le Si*™* terme, et ainsi de suite. 

(71). On peut en même temps avoir la mesure du degré d'ap- 
proximation que l'on peut obtenir avec une valeur donnée de i. 
En efiêt, si on appelle O. le n'"' terme de la suite 

on aura 



n=s: 



an(an — i)ik»-«» 

et comme on a à très-peu près 

npdn) 1.3.3 an 

on pourra faire 



fy __ i.a.3.. .. art^s 



ir(a»A)"-' • 

. Cette valeur, au moyen de la formule (/») , devient 

/an — 2\»— I, i 

«•(a**)"-' > 

et en mettant n au lieu de ick, on en déduit aisément 

log û = — a» — i log(*«). 

Ainsi, Êusant A-==5 et «= 16, on aura logÛ =—33.96. A ce 
logarithme hyperboliquie répond le logarithme vulgaire— 14.75, 
de sorte qu'on a n== io-'4.75. Donc au moyen des 16 premiers 

termes de la suite 7—- ^-f- etc., on aura la valeur de logR 
approchée jusqu'à i5 décimales environ. Si on faisait A = 10 , on 
pourrait avoir ag ou 5o décimales exactes, et ainsi de suite. 

C72). Cette théorie est.facile à vérifier, puisque toutes les fois que 
*est un entier, la vileur de r(AH- 1) est exactement i.a.5. ..Jk, 
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nombre de termes n:=k,xz=:g ou lo^ et qne le nombre de décimales 
exactes oblenues par ces neuf ou dix termes^ sera de 8 ou 9. 
Eu effet y la vraie valeur de log R se déduit de l'équation 

6 = ^'-) (6^)»"R, laquelle donne 

log R = 0.0^767 79256 86. 

Cette même valeur déduite de la suite 



ï-gI^=T^-:"' 






■ etc.. 



se trouve en calculant successivement les difierens termes comme 
il suit : 

1" terme -f- 0.02777 77777 78 

a* 



5- 

4- 
5* 

6* 

7' 
8* 

9* 

10* 

II* 



+ 


0.00010 a88o6 58 

0.02767 48971 20 
52660 55 


»»• 


0.02767 8i65i 75 
2721 71 


+ 


0.02767 78910 02 
427 65 


a^a 


0.02767 79557 67 
108 24 


+ 


0.02767 79229 43 
40 21 


... 


0.0:2767 79269 64 
20 59 


+ 


0.02767 79249 o5 
i5 91 


...^ 


0.02767 79262 96 
II 98 


+ 


0.02767 79250 98 
12 81 



0.02767 79265 79 



duiie y doit être comprise entre o .02767 7926296 eto • 02767 7925098^ 
ce qui donne par un milieu 

logR = 0.02767 7925697, 

valeur exacte presque jusqu'à la onzième décimale. Mais en con- 
tinuant la suite plus loin , on s'éloignerait de plus en plus du vrai 
résultat. 

Cet exemple met dans tout son jour la manière de tirer tout le 
parti possible pour les approximations , des suites demi^onvergentesy 
c'est-à-dire des suites qui sont convergentes dans les premiers 
termes , et qui deviennent ensuite divergentes. 

(75). Au moyen de la formule (a), on peut développer en série la 
fonction r (A:) lorsque k est très-petit. Pour cela^ observons d'abord 
que r(A:-|- 1) = Ârr(A:) , et qu'ainsi on aura 



d'où 



Y{k)=:c * k'^'^'^^^yK; 



\o^T{k)=:{k-\)\o^k^k+^^l{:t^)+JL^ 

Cette formule ne peut servir que pour des valeurs de k plus grandes 
que l'unité; mais si Ton met i 4-^ ^^ lieu de A:, et qu au lieu du 
premier membre qui deviendra log r(i4-A:)^on mette sa valeur 
log k + log r {k) , on en tirera de nouveau 

logr(A) = -log*-f.a+A:)log(i+A)-.i-A:+HogCa7r) 
A' V , C 



-f 



i.a(i+*) 3.4(i+A)3'+'5.6(i-t.A)* 



— etc. 



et le développement étant £iit jusqu'aux quantités de l'ordre k^ ex- 
clusivement , on aura 

logr(*)=-logA+ileg(air)-i+^-^ + ^-elc. 



, /i , A' B' , C . \ 



Lorscp'on fait ^ = o , on doit avoir log F (A) = — log *, parce qtie 
4r(A)s=r(i4-A), et qu'en âisaat A=5 le second membro 




Et en effet, Euler a trouve cette égalité , page 466 de son Cale. diff. 
Cela posé , la yaleur précédente se réduit à celle-ci y 

logr(*)=~logA-A(i + ^-|+§:-etc.); 

or dans l'ouvrage cité , page 444 > ^^ trouve encore l'égalité 

C=-H 7 + -0- — etc., 

C étant une constante dont la valeur calculée avec précision par une 
autre voie, est 

C = o. 5772156649015325 i 

^nc enfin on aura , k étant très-petit , 

logr(*) = — log A— CA. 

Nous avons trouvé ci-dessus , en poussant l'approximation plus loin; 

r(J)=i[,-P*+(ip-+i)*-], 

de là on voit que P = C , et qu'ainsi P n'est autre chose que la 
constante C dont on vient de donner la valeur approchée jusqu'à 
seize décimales. — 

Nous connaissons donc maintenant la valeur de F {h) très-appro- 
chée , lorsque k est très-petit ^ et on pourrait en approcher encore 
davantage en poussant le développement plus loin. 

(74). Mais voici des considérations qui mènent plus généralement 
et plus directement au même but. Soit 

M='-f-i+J +î, 

cette dernière suite étant prolongée à l'infini. 

Nous regarderons la quantité M comme une fonction continue 



i 



formule qui est propre à donner la valeur approchée de M, quel que 
soil X y pourvu qu'on suppose x plufs grand que runîté. Celte même 
formule donnerait la valeur de M , lorsque x est plus petit que 
l'unité ; car en représentant par M(jc) et par M(a:+ï) des fonctions 
semblables de x et de j:+ i, on a évidemment 



M(a:) = M(x + i)' 



;c+ i' 



OU encore 



etc. ; 



x+i x+a ' 



de sorte que x étant plus petit que Tunité , on aura la fonction 
M {pc) ou M , au moyen d'une semblable fonction où x sera aug- 
menté de plusieurs unités , et qui rendra la suite précédente assez 
convergente dans les premiers termes , pour qu'elle puisse donner 
toute l'approximation qu'on peut désirer. 

(75). Cela posé, sî x devient a: 4-û> (ai étant plus petit que Funité), 
les fonctions MetN qui peuvent être représentées par M(jc)etN(j:), 
deviendront M (jt + o)) et N (a: + où), Ov , je dis que la somme 
M {x) + N (x) = M (a: 4- û)) +N (a:-f- û») , et que les deux sommes 
sont égales à une même constante. 

En effet, sî la suite qui a pour somme N {oc) , au lieu d être 
prolongée k Tinfîni , était continuée seulement jusqu'au terme 

— i— , m étant un nombre très-grand , la somme M {pc) -f- N (a:) 

et la somme M(a: + û>)-+N(a: + a) ne pourraient différer entre 

elles que d'une quantité moindre que — — — -r— , puisque cette 

différence est celle qui a lieu lorsque c»:=i. Or iw étant 

très-grand , la différence — ^ — t"~- ^st censée nulle ; à plus forte 

raison le sera-t-elle lorsque la suite M {x) sera prolongée à l'infini. 
On aura donc 

M + N=const=;C'; 
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1+x ^^ a+x ^^ 3+x 



"X^ ^\\0WJ 



si on deTeloppe chacune de ces fractions dans Iliypothèse que x 
est plus petit que Tunité ^ on aura 



N= I +i + i+i+etc. 



— * etc. 

La première partie i 4- 7 + j + i + etc. n'est autre chose que la 
constante C'^ donc on aura 

M = S^o; — S,x'-f. S^— Ssx^ + etc. , (u) 

S. représentant en général la somme des puissances réciproques dé 
degré n des nombres naturels. 



1 
ax 



_4.__etc.. 



(76). Mais dans Thypo thèse de a: > i , on a, d'après l'équation (r) ; 

et dans la même hypothèse on a 

M=logar + C + ^ — ^ + ^, — etc. 
Donc 



4x* 



d log r (x) 



dx 



= -i. + M-C, 



(<P) 



équation qui doit avoir lieu quel que soit or, puisque M peut être 
regardée comme uue fonction continue de x. 

Si maintenant on suppose j;<i,ce qui permettra d'employer 
la suite (u) , on aura 

— S — = 



- — C + S.a:— S^e•+S^— etc.; 



d'où résulte en intégrant , 

logr(x)=— logx— Cx+ iS,«*— ^S^e+iS^**— etc. (4) 

58 



I 

J 



(77). La formule (4) qui donne un développement complet de 
ïogr(jc), servira à exprimer la valeur de foule fonction proposée 
r (z) y puisque cette fonction peut toujours être ramenée au cas où z 
est plus petit que \ ^ et même à celui où z est plus petit que \. 

De la formule (4) on déduit immédiatement la suivante y 

logr(i+^)=— Cx+iS.^*— iS,^^+iS4^-.etc., («) 

et en changeant dans oelle-d le signe dé <r , dn aurait 

logr(i— a:)=:C^ + iS..r*+iS3x\+'^S4a:*+etc., (a^ 

formules également propres èi faire trouver dans chaque cas prûfK>sé 
la valeur de r(z), puisqu'on peut toujours ramener cette fonction 
fcôit à la forme f (ï»4-jir), soti à h forme T^i — êlr)^ x n excé- 
dant pas ^. 

Ainsi on a des séries régulières et toujours oonvepgpsiltes pou» 
calculer la valeur d'une fonction donnée F ( z ); elles supposent 
seulement Femplbi deô qfnantités S., S3 , 84^ etc., dont Eulef' a 
donné les valeurs numériques fort approchées jusqu'à S,^ ( Cale, diff., 
page 456). 

Nous devons observer que la formule (à>)'rcviéBt à celle qil'oa 
voit dans l'ouvrage' cité, page 800; il parait seulement qu'Euler 
n'a pas aperçu l'usage que cette suite pouvait avoir dans la déter- 
mination des fonctions r(^) dont il s'est occupé dans d'autres endrdits 
dfe ses ouvrages. 

Remar(|aons encore qu'on peut déduire de la formule (») , cette 
valeur dfe C, 

d'où l'on voit qu'il suffit de connaître une valeur particulière de 
r(i + a:), et qu'on atifa Ik raletlr de G exprimée par une suite 
d autant plus convergente que x sera plus petit. Si l'on fait x^=^^ , 
on aura 

\ 'a/ a â . a •^ * 
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+ etc. 
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Les deuY premiers termes de cette formule s'accordent avec Féqaa-' 
tion (r) ; mais on yoit ici la loi générale du développement qu'on 
peut continuer à volonté , et qui donne une suite d'autant plus 
convergente^ que p et q seront plas petits par rapport à n. 

Ainsi pour la fonction T-J désignée ci-dessus par M^^ on aura 
Ipg. M. = log (H) -'1 S. (a--:.) $ + i S,(a» -^2) ^- etc. 

(80). D'après ces formules , il a été facile de calculer la table ci-- 
jointe des valeurs de log T (a). Pour cela , nous avons fait A: = 4+ a 
dans la formule (r), (on aurait pu prendre également k=z5 + a, 
kz=z5 + ay etc.) Alors le premier membre donnant la valeur de 
log r (4+ ^)> nous en avons déduit logr (a) par là relation connue 
enlre ces quantités ; savoir : 

Nous avons donc eu à calculer la formule 



"5T6TP" 



• etc. 



logr(.)^A-01ogA+l/(a^)-mA+^--3^+ 

dans laquelle on a introduit le facteur /7s = 0. 434^9 >. etc. afin de 
réduire tout aux logarithmes des tables. 

De cette manière on n'a jamais eu besoin de calculer plus de 

deux ou trois termes de la série ~j^ — g2^ + ^^ — etc. , 

pour avoir log T(a) approché jusqu'à sept décimales^ dans toiàt 
l'intervalle depuis /i==i jusqu'à à^=:2. 

(8j). Nous remarquerons^en finissant que les intégrales delà forme 
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rintëgrale précédente deviendra C ^ . er-'^dz j celle-ci devant 

encore être prise depuis 2 = jusqu'à z = 00 . 

De là on voit que l'intégrale proposée ne perd pas de sa géné- 
ralité en faisant n:=Oy et qu'ainsi on peut se proposer simplement 

i_ 

rintégraleyè^*"*^^. Si dans celle-ci on fait a^'"=a:, ou ^=nog ~J , 

I, , 

la transformée sera — jdûcflog —Y , et celte nouvelle intégrale 

devra être prise depuis a: = o jusqu'à a: = i ; on aura donc géné*- 
ralement 

J m \m/ 

Ainsi les intégrales dont il s'agit n'offrent point une nouvelle 
espèce de transcendantes^ et se rapportent aux fonctions T. 

Il n'est pas inutile pour l'histoire de la science^ d'observer que 

l'intégrale yZir Aog - j = v^^tt que l'on trouve § a8 du mémoire 

d'Euler , imprimé dans le tom, XVI des Novi Comm. Petrop. , avait 
été donnée long- temps auparavant par le même auteur , dans le 
tom. y des anciens Mémoires dé Pétersbourg , pag. 44- C'est donc 

a celte époque que remonte la découverte de l'intégrale /e dx 
= î V^'^f > prise entre les limites ar= o , a; = 00 , puisque la simple 



— X» 



— x* 



substitution e = z sufDt pour ramener l'intégrale fe dxklà 
forme \fdz (log ^)— i . 



FIN DE LA SECONDE PARTIE. 
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.001 
.00a 
.oo3 
.004 
.oo5 



.00b' 
.007 
.008 
.009 
.010 



.011 
.012 
.oi3 
.014 
.oi5 



.016 
.017 
.018 
.019 

.030 



.oai 
.oaa 
.023 
.oc^ 
.oa5 



.oaS 
.027 
.oa8 
.029 
.o3o 



.o3i 
.o3a 
.o33 
.034 
.o35 



.036 
.037 
.o38 
.039 

.040 



.041 
.049 
.043 

.044 
.045 



.046 
.04 



.Oi 

.049 
.o5o 



0000000 

9997497 
9996001 

999»5ia 
99ûoo3o 
9987555 



9985088 
9982627 
9980174 

9975 
997Î 



9972855 
9970430 
9968011 
99^5590 
9963195 



9960798 
9968408 
9986025 
9963648 
9961279 



994«9i7 
9946661 

9944213 
9941871 
9^9536 



9937208 
9934887 
9932672 
9930265 



9926670 
9923385 
9921103 
9918830 
99 1 6664 



9914306 
9912062 
9909807 
9907667 
9905335 



9903109 
9900890 

9U67» 
9896473 
9894275 



9893081 
98^9895 
9887717 
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9 
9 
9 
9 
9 


.9603688 
9604667 
9606660 
9606636 
9607626 


1.771 
1.77a 

..773 

'-774 
1.775 


9 
9 
9 
9 
9 


.9666748 

•9657894 
•9669043 
.9660195 
.9661550 




i.6a6 
1.637 
1.628 
1.629 
1 .660 


9 
9 
9 
9 
9 


9626604 

9627708 
9628450 
9629106 


1.676 


9.9565.74 
9.9563998 
9 -.9564836 

9-9565657 
9.9566491 




726 

.728 

.729 
730 


9 
9 
9 
9 
9 


9608618 
9609614 
9610614 
9611617 
9612623 


1.776 
1.V78 
1.780 


9 
9 
9 
9 
9 


.9663609 
.9663671 
.9664836 
9666004 
9667176 


1.631 
1.632 
1.633 

î.'635 


9 
9 
9 

9 

9- 


9629766 
9530429 
9631096 
9531787 
9632441 


1.681 
1.683 
1.683 
1.684 
1.685 


9.9567339 
9.9568171 
9.9569016 
9.9569864 
9.9570716 




7|»" 
.733 

.735 


9 
9 
9 
9 
9 


.9613632 
.9614645 
.9616661 
.9616681 
.9617704 


1.781 


9 
9 
9 
9 
9 


.9668351 
.9669639 
9670711 
.9671895 
9673083 


1.636 
X.G37 
1.638 
1.639 
1.640 


9 
9 
9- 
9 
9 


9533119 
95338p*i 

9535868 


1.686 
1.687 
1.688 
1.689 
1.690 


9.9571573 
9-9573430 
9.9573393 
9.9574159 
9 . 9670038 




.736 

.738 

■7^9 

.740 


9 
9 
9 
9 
_i 


.9618731 
.9619760 
9620794 
9621830 
.9622870 


1.786 

1.789 
1.790-- 


9 
9 
9 
9 
9 


9674374 
9675468 
9676665 
9677866 
9679070 


1.641 
1.64a 
1.643 


9 
9 
9 
9 
_9 


•9536564 
9537263 
■9537966 
.9538673 
.9539383 


1.691 
1.603 
1.693 
1.6^ 
1 .693 


9.9575901 

9.9576777 
9.9677656 
9.9578539 
9 -.9579436 




.741 

-.1$' 


9 
9 
9 
9 
9 


.9623913 
.9624960 
9626009 
.9627063 
.9628119 


1-79» 
1 .793 
1.793 

1-794 
1 .795 


9 
9 
9- 
9 
9 


9680277 
9681487 
9683701 
9683918 

9685138 


1.646 

1.647 
1.648 
1.64.9 
1 . 65o 


.9 
9 
9 
9 
.9 


9540097 
9540815 
9541536 
.9543361 
9543981) 


1.696 

\p 

1.700 


9.9580316 
9.9581310 
9.9583107 
9-9583007 
9. «) 5839 ri 




•746 


9 
9 
9 
9 
9 


96^9 179 
963O24Â 

963i3o8 
.9632378 
.9633451 


1.796 

1-797 
1.798 

!:Po? 


9 
9 
9 
9 
9 


9686361 
9687588 
9688818 
9690051 
9691387 
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.8oo 

.801 

.803 

.8o3 

.80- 

.80! 



.806 
.807 
.808 
.809 
.810 



.811 
.81a 
.8i3 
.814 
.8i5 



.816 
.817 
.818 
.819 
.8ao 



.8121 
.8aa 
.8a3 
.8a4 
.8a5 



.8a6 
.8a7 
.8a8 
.8aq 
.83o 



.851 

.83a 

.833 

.83. 

.83! 



.836 
.837 
.838 
•83.9 
.84*0 



.84a 
.843 

.844 

■ 845 



,84s 

^«47 
.848 

Mb . 

.85o j 9 



969 1 a87 
9693636 
9693769 
9695015 
9696364 
9697516 



9698771 
9700000 
9701301 
970a 556 
^703834 



9706006 
9706369 
9707647 
9708937 
9710311 



,9711408 
9713788 
.9714081 
.9715377 
9 7' 0677 



9717980 
9719386 
9730696 
9731907 
9733230 



9734543 
9736864 
9737189 
9738617 
9739848 



9731183 
9733630 
9733860 
9735304 
973655 1 



9737901 
9739354 
9740610 
9741070 
9743353 



9746066 

.9747437 
974881a 

9730190 



975aq55 
9754JÎ49 
9755733 



15Ô 

85 1 

859 

,853 

,85, 

,85: 



.856 
.857 
.858 
.859 
.860 



861 
.86a 
,863 
.864 
,865 



,866 
,867 
,868 
,869 
.870 



.871 
.87a 
.873 
,874 
.875 



.876 
.878 

■ÎZ3 
,880 



.881 
,883 

.883 
,884 
.885 



.886 

.88' 

.881 

.889 

.890 



891 
89a 
893 



.«96 

.S98 
839 

qOO 



9757106 

97585aa 
9759033 
976i3a5 
9763^0 
9764169 



9765551 
9766966 
9768384 
9769805 
9771339 



9773657 
■9774087 
9775531 
9776957 
3778397 



9779840 
9781386 
9783734 
9784186 
9785641 



•Sis 



978&5§q 
9790033 
9791490 
9793960 

9794433 
9795909 
9797089 
979887 1 
9800356 



9801844 
9803335 
9804839 
9806337 
9807837 



9809330 
9810837 
9813346 
9813869 
9816374 



9816^93 

.5^818414 
9819938 
9831466 



9826066 
9837606 

9829148 



900 
901 
903 
903 
904 
905 



906 

907 
908 

909 

910 



911 

Qia 
9^ 

916 



916 

918 

919 
920 



931 
933 
933 

924 
936 



936 

9^7 
938 

959 
900 



95 1 

933 

9^4 

935 



936 

938 

959 
940 



941 
94^ 
943 
944 

945 



94ù 
947 
S48 

94.9 
9S0 



.9830693 
,9833341 
.9833793 
,9835347 
.9836905 
9838465 



, 9840038 
.9841694 
,9843164 

98447^6 
.9846511 



.9847889 

984947» 
,9861065 
.9863643 
9864333 



9866836 
9867431 
9869030 
9860631 
9863336 






9863834 

9865444 
,9867058 
,9868675 
,9870394 



,9871916 
,987354a 
,9875170 
.9876801 
.9878435 



9880073 
,988171a 
,9883355 
,9885001 
,9886650 



9888303 
9889056 
9891614 
9893375 
9894338 



9896604 

9898274 

•9899946 

.9901631 



9 
9 
9- 

9.9903399 



9904380 
9906664 
9908350 
9910040 
9911733 



953 

95, 

95 



956 

958 
959 
960 



961 
96a 
963 
9^4 
965 



968 
969 

970 



97» 
97» 
973 



976 
977 
978 
979 
980 



98. 
98a 
983 



986 
98: 



989 
990 



99» 

995 
994 
9*^5 



99^ 
9.97 
998 

9Sf» 
coo 



991 173a 

99'3437 
99i5i35 
9916836 
99i853o 
99a°a37 



99»' .547 
9933659 
9925374 
9937093 
9938814 



993c53ti 
9933366 

993^9« 
9955738 

9937464 



ggSgaoa 

9940943 
9g4ati?- 

Q<i44i3i 



9947^'^ 
9949^55 
995mûi - 
9953212 

9954521 

995^4^ 
99585i5 
9960 2 5c 
9963:^2 



996665; 
99674---^ 
99%'?= 
997-?-" 
997£IIi 



9Sr7^^ 
997^'^ . 
9975^' ; 



9»tr^ 

9985.: 
99^2 
99^/ 



. 
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TROISIÈME PARTIE. 



DES QUADRATURES. 

U1TCA8E8 métliddesrtlatives atix quadratures , sofit Tobjcfl de Cette 
troisième partie : ces méthodes complètent naturellement la théorie 
des transcendantes ^puisque si les transcendantes sont trop compo- 
sées y OU si elles ne peuyent se réduire à celles qui sont données 
par les Tables^ il faut nécessairetneùt y pour les évaluer dans les 
cas particuliers ^ avoir recours aux quadratures. 

La tàéihoàè que fe propose coÉome la plus générale et la plus 
êùre y eofisisie k exprimer l'intégrale cherchée aux différences infi- 
fiinfeM petites ^ par tind intégrale aux différences finies k laquelle on 
ajoute les corrections que Tanalyse indique et qui servent à di- 
riger l'àpproximàtioti. Où peut parvenir de ^ cette nutaière à des 
résnhats doïit l'exàctilude a'éteûde jusqu'à tel ordre de décmialet 
qu'oti voudra. 

La méftïr^ méthode considérée ^otis un autre (>oint dé tiie , petrt 
servir à construire une courbe dont le^ coordonriééè dépéùdem 
chacutie d'hutte quadrature particulière. J'ai donné pour éiehiple 
en ce genre y le cértcid de la trsrjectoire d^ttû projectile ûéùé un 
xûitieti résistàùt y et f ai par cef moyeti poussé l'approxithatioilf plus 
lôm qlie je ne l'aVàis fait datt^ là |>ièce couronnée par l'Académie 
de feerlîn éù 1782. 

On trouve dans les Mémoires de fAcadfémie des Sciences, 
années 1778 et 178a, une méthode fort ingénieuse pour avoir la 
vaïeur de l'intégrale J^dxy dans lé cas où la fonction j^ est nulle 
aux deux limites de l'intégrale. J'ai exposé Cette méthode avec les 
é&ftkf^nm»^ <j^é!h éï%é dkni qocAqiMs eâcémples , et priiicitnle^ 



f 
A 



^' 



ouvrage^ pour traiter de diverses sortes d'intégrales définies qui 
appartiennent à la théorie des transcendantes. De ce nombre sont 
plusieurs formules que Laplace a données dans différens recueils, 
et qui tiennent un rang distingué dans cette théorie ; Içs autres 
sont^ pour la plupart^ extraites des ouvrages d'Euler, et parti- 
culièrement des Supplémens qui composent le tome lY de son 
Calcul intégral. 

Je me flatte que ces divers objets réunis sous un même point 
de vue, pourront intéresser les Géomètres; ils ont été d*ailleurs 
choisis de manière que chacun d'eux puisse offrir do nouvelles 
formules ou de nouvelles démonstrations. 



Formule générale pour les quadratures. 

(i)< On est censé avoir résolu un problème lorsqu'il est réduit 
aux quadratures , c'est-a-dire lorsqu'il ne dépend plus que d une 
ou de plusieurs intégrales de la iortne fjrdx y où l'on connaît^ en 
fonction de x. 

Si les intégrales dont il s'agit sont susceptibles d'être exprimées 
par des suites convergentes , la solution est aussi complète qu'on 
peut le désirer , eu égard à la nature de la question ; mais le plus 
souvent on a des expressions trop compliquées pour les intégrer par 
des suites convergentes, et il ne reste d'autre parti à prendre que 
de chercher leurs valeurs dans les cas particuliers seulement, c'est-- 
à-dire pour une partie donnée de la ligne des abscisses. 

Soit donc proposé de trouver la valeur de l'intégrale Z=j^dtr, 
depuis x^=^a jusqu'à xz=^b ^ ou seulement depuis a: = jusqu'à 
a: = â ; car on peut supposer que l'origine des abscisses est prise 
au point où commence l'aire, de manière que Z et a: s'évanouissent 
en même temps. 

Pour obtenir plus facilement le degré d'approximation qu'on peut 
désirer , nous supposerons , 

X*. Que dans l'intervalle donné depuis a: ;s:o jusqu'à a: =±ii, la 
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CcSolVcIIlcUl ICO uiucicuivo pa i uc;9 uc a aaa«? jry m«4^^ otcucca uc uiutjrclla 

côtes de la ligne des abscisses y et on retrancherait la somme des 
aires négatives de la somme des aires positives. 

2^. Que la courbure de la courbe, depuis a: = o jusqu'à 0:=:^ ,' 
n'éprouve s^ucune variation assez brusque pour que lun des coeffi-^ 

ciens ^, ^, ^ devienne infini. Ainsi dans toute l'étendue de 

la portion de courbe que nous voulons quarrer , l'ordonnée qui 
répond à une abscisse a: + a , très-peu différente de jc , pourra 

s'exprimer avec une exactitude suffisante par la suite ^ + ^ ;j^ 
-f- — -j^ + -^ . T^L -|- etc. , sans qu'il y ait lieu à exception pour au- 
cun point. Cette condition est surtout nécessaire aux deux limites de 
l'intégrale ; elle est moins importante dans les points intermédiaires, 
parce que l'erreur due a cette cause est limitée , et qu'elle peut être 
corrigée assez facilement, comme on le verra ci-après. 

Cela posé, soit ^= F (or), et x:=znûù ,n étant un nombre entier 
d'autant plus grand , qu'on voudra obtenir une plus grande ap- 
proximation j si l'on désigne par 2F ( x + 7 a ) la somme de la 

suite 

F(» + F(|«) + F(|«) + F(a:~iû>), . 

il est visible qu'on aura d'abord à très-peu près Z = a2F (^+7»). 
Peur avoir une valeur plus exacte , soit 

on aura en faisant varier orde û), et prenant les différences finies 
de chaque membre, 

A^ = AZ — «F(a:-t-ia). 

Développant le second membre suivant le théorème de Tajlor, et 

observant que -rr ^=jr := F (a:) , on aura 



— «F 



df 






ddF 



1 dF 



' !à.3.4' de? 
ddF 0»^ 1 



•T3+etC. 



J*F 



~*^*'a3;~r'4'"SF'~5:3-8/cte3"^ ^'^- > 



On voit que le premier terme de la valeur de ^ est — . — , ^ ; 
ensorte qu>n peut feîre ^ = ^ . gj -f- ^' j on trourerâtl ensuite que 

le premier terme de la valeur de ^' est — ^- • t-j. Mais pour 

connaître la loi de la suite qui exprime ^ , nous laisserons indé- 
terminés les coef&ciens de ses differens termes^ et nous supposerons 

Z = a>2F (^ + ï ») + const 

+^«.g + iv g + cV g +/«» g+ etc. 

(2). II suffira de déterminer les coefficiens é/, h\ éy etc. dans 
un cas partictdieFj soit donc F(a:)=;e*, on aura 3^= ^j 

^=e-, etc. , Z =/«•!& = ^—r^ 2F(jt + > ) as e^^'Se*. 

c=^^ — C^~* ^)> ^^ ^^ substitution de ees valeurs donnera Téqu^ 
tion suivant^ qui doit être identique : 

e»— I s= 4^^=^+ coMt. 4^( tf'^^^ i^V4- cV-h etc.) ^• 

Faisant or = o , on trouve la constante s=— ^i'»' — ^4'«'— </a^— etc.; 
de sorte qu'en avisant fonte Véquatîoir par ^ — ^ x , il tfendra 

Le pKmier memtee est ume fimefeba pme de « ^ poiscfCL*!! 
reste le même en changeant le signe de o» ; donc dans le second 
membre ^ tous les coefficiens des puissances impaires de û» sont nuls. 
Pour avo» égard à cette cii constance y nous ferons de noo^eaa 

'rr^^—r^===-i.--A/^*+B^*—C^-f. !>*►••- etc., (x\ 
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+ const 



d^ 



dx* 



Désignons par -j- , -^-r , «te. , ce que deviennent les coefficieus 

^ , -^zr > ^^c* lorsque a: = o , et la constante étant déterminée de 
manière qiie Tjttx s'évanouissent ai même tempe ^ on aura 



£PF*\ 



(^) 



— etc.: 
c'est rinlégrale demandée prise depuis x = o jusqu a x t= ncû. 

(3). Si dans l'équation (i) on met — • û)'' à la place de cù% il 
en résultera 






.= I 4- A«*+ Bûr*+ Cû>« + D»« + etc. 
Le premier membre peut se mettre sous la forme 

(Introd. in An. inf. , page 14^)9 et par son développement on a 
^ — . a567r« V ■"? "^ 3« "^ 4» "^ ^^^7 ~ (ia8)».94^o 



etc. 



de 7-7 • de sorte que chaque terme sera environ le quarantième du 

précédent. 

La manière la plus simple de calculer les valeurs numériques 
de ces coefficiens , est de les déduire du développement de la 
fraction 

— = X H- A«»H- B«*+ €»•+ etc., 



I w^ , 1 m^ 

d*où Ton tire 

1 1 



^ — r3-4^~33T5'Ig 



a.5' 4" a. 3.4.5" 16^^2.3.4.5.6.7 • 64 
etc. 

Si on appelle S, la somme de la suite i +—+35 + 71 + ctc- y 
on aura encore 

^ = ^(— Os. 

etc. 

Et en général^ N étant le n^'" terme de la suite A ^ B ^ C^ etc. ^ 
on aura 

Nous connaissons maintenant la loi des termes de Téqua^ 
tion (3); mais pour que cette formule soit employée avec succès 
k la détermination de l'aire Z^ il faudra prendre cê assez petit pour 

cE? 2?"} ®^ ^^^ suivans puissent être né- 
gligés i 
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ax' 



dF 



Ainsi ce cas excepté ^ et à plus forte raison celui où j- de- 
viendrait infini à l'utie de ces limites y on déterminera Taire Z par 
la formule 

la seconde partie étant la correction de la première. 

• dF m • ^ 

(4). Si le coefficient ^ était infini à Tune des limites de Tinté* 

grale , c'est-a-dîré , si dans Tun de ces points , Tordonnée était 
tangente à la courbe, il faudrait chercher par un autre procédé 
Taire comprise entre cette ordonnée et une ordonnée peu éloi-* 
gnée ; le reste de Taire ne serait sujet à aucune difficulté. 

Supposons y par exemple y- que ^ soit infini à la seconde limite 

de Tintégrale, et soit ^ =: b Tordonnée qui est tangente k la courbe 
en ce point. Si en faisant Jtr=«— a^ on a ^ = e?, alors Taire 
comprise entre les deux ordonnées Cy by sera à très -peu près 

g(2c4*&). C'est ce qui résulte de la supposition que Tare de 

courbe dont il s'agit peut être assimilé à un arc de parabole dont 
Taxe est parallèle à la ligne des abscisses. 

Il faudra donc joindre à la quantité = ( 2c '^b) y Taire com<r 
prise depuis x aco jusqu'à a: s= a -— <t. 

Une connaissance plus intime dé la nature de la courbe y pourra 
conduire à une valeur plus approchée de Taire comprise depuis 
a; = a — -* et jusqu'à a: ;= a; mais la détermination précédente suffira 

dF 

dans presque tous les eas ^ et le procédé serait le même si ^ était 
infini à la première limite» 

dF 
De même si ^ n'est pas infini à Tune des limites de l'intégrale y 

mais que -^ le soit y ou qu'il ait une valeur très^grande ; alors il 

conviendra de calculer d une manière particulière Taire de la por**» 

40 



(5). Cherchons maintenant quelle erreur peut résulter de notre 
formule ^ lorsqu entre les limites de l'intégrale il y a un point où 

la valeur de x rend infini soit le coefficient ^ ^ soit Tun des deux 

suivans -r— , ^ ; j'observe que si ,r = a' et 7" =ff sont les coordon- 
nées de ce point singulier^ on devra avoir en général 

fL étant un nombre fractionnaire positif^ et j^ un nombre également 
positif 9 mais qui peut être supposé égal à lunité y excepté dans des 
cas extraordinaires. J'observe de plus que comme la courbe est 
supposée former une branche continue depuis x= o jusqu'à x=xiy 

a étant > ^ > il faut que fc soit représenté par une fraction - dont 

le dénominateur sera toujours impair y afin que la supposition de 
X'-^CL négatif ne rende pas imaginaire^ — é. 

Supposons maintenant que l'intervalle (» qui est une partie aliquote 
de a ^ en soit une aussi de a, ce qui est toujours possible en retran- 
. chant une petite partie de l'aire proposée ^ et ajoutant ensuite la 
partie retranchée; l'intégrale finie 2aF (jc-|*-Ja) contiendra les 
deux termes û)F(a-^^a))-f-û^F(a + ^<5i») qui répondront à U 
partie d'aire comprise depuis xz=za, — û> jusqu'à xs=:utr\'^ y et la 
formule (2) supposera que cette partie d'aire ^ est représentée par 
la formule 

^ etT— étant les valeurs de ^<r*i répondent aux abscisses a— -on 
^X<t-\*ùà. Or la valeur supposée de j* donne 

F(*+i«)==€-|-A(i«f H-B(i«)'*+'+eic. 

% = A;^*'*-' + B C>* + «'*+'-' + etc. 
g = A;.(^«r-' + B(;*+OC-û»)'*+'-^+ «le. 
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Mais Tintëgrale j(7^^, prise depuis a: = « — « jusqu'à a:=a-|-a, 
a pour valeur exacte 

Ainsi la correction qu'il fiiut appliquer à Ç ou à Z pour avoir la vraie 
valeur de Taire que Ton cherche y sera 



+ »"^-^'tTi+T 



(M+O 



»/«-*-» 



Oc^+c-o'^']. 



n faut dans cette formule distinguer deux cas y selon que /i est de 
la forme . ou ^. . ^ ; supposant d'ailleurs jr = i . ce qui ne peut 
souffrir que très-peu d'exceptions y on aura dans le premier cas ^ 

et dans le second cas, 

SoîtF(«4-T«) — ^F(a) + F(«t—ia)=M, la quantité M sera 
connue par les^ fermes qui composent 2»F (x + 3 •) > et au mojren 
de cette quantité , on aura dans le premier cas, 

et dans le second 

Ainsi on c<mnallra la correction k appliipier à k somme trouvée; 



«4 / 



— o ^ - ■. ax aoc 

-7^. On Toit en même temps que la correction sera beaucoup plus 
petite lorsque /* sera de la forme |t^ que lorsque /x sera de la 

forme .^ : ainsi le cas où Y devient un maximum ou, un mî-^ 

flt+i ' ^ 

nimum lorsque xz=i cl^ est celui qui exige la plus forte correction; 
L'autre cas n'apporte à la formule qu'une correction très-légère et 
souvent négligeable. 

(6). Lorsqu'on aura reconnu que la portion de courbe qu'on veut 
quarrer ^ a un point singulier déterminé par l'équation 

^ — ^=:A(^— a)^+B(^— a)^+' + etc.i 
on pourra^ par une transformation fort simple ^ prévenir l'iaconvé^ 
ment qui naît dé la valeur infinie des coefficiens ^, j^, j^. Il 
suffit pour cela de faire jr= a-f- (z — jQ*, m étant le dénomina- 
teur impair de la fraction égale à fi ; alors j^ deviendra une fonc«- 

tîon connue de z, et si l'on prend /= \/tt, on aura fj^Ljcsas, 
fm(^z — fy^ydz. Cette nouvelle intégrale devra être prise depuis 

= jusqu'à a= y/a -f- V'C^— a); et dans tout cet intervalle , 
la nouvelle courbe qu'il faut quarrer et qui a pour ordonnée la 
fonction /7i(j5 -^fY^yy n'aura aucun point singulier ; de sorte que 
l'application de là formule (a) ne sera sujette à aucune difficulté. 

(7). La plupart des méthodes qu'on donne ordinairement pour 
trouver par approximation l'aire d'une courbe y sont moins exactes 
ou moins commodes dans la pratique que celle que nous venons 
d'exposer. Je regarde surtout comme l'une des plus défectueuses y 
celle qui suppose que l'ordonnée de la courbe est représentée dans 
toute son étendue par la formule^=: a^bx -f- cx^-f-ejt'-f-etc. , ou 
par une formule équivalente ; car de ce qu'une courbe passe par nu 
grand nombre de points d'une courbe donnée y il ne s^ensuît pas 
que les deux courbes soient fort approchées l'une de lautre ; il peut 
arriver au contraire que les deux aires y malgré tous les points 
cooimuns^ soient aussi différentes entre elles qu'on voudra. 
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équîdistantes, de manière que les arcs compris de deux en deux 
ordonnées ^ soient assimilés à des arcs de parabole. Désignons par 
c y c'y c" • . . .é^^ la suite des ordonnées qui répondent aux abscisses 
Oy^ûùyûà y^oà....nciài Faire parabolique depuis a: = o jusqu'k a:=s m 

sera exprimée par |(.c + 4<?' H- Of ^'^ même Faire parabolique de- 
puis x^=z(» jusqu'à X s: aûi , sera g (<?" + 4^'"-+^'^ ); ainsi de suite. 

Ajoutant toutes ces parties ^ on a pour Faire entière S^ com- 
prise depuis a?==o jusqu'à a: = no» ^ la formule 

t>u y ce qui revient au même y suivant les dénominations précédentes, 

S=|tF(o)+4F(iû,)+:ïF(«)+4ï'(l«)- . •+4F(a:-ia))+F(x)], 
Cette formule peut s'écrire ainsi : 

H-|- [F ( « ) H- F (2») -f- F (5 «). . . .+F ( jc — ») + F c*)]. 

Mais d'après la formule (a). Taire comprise depms x = o jusqu'à 
>x=/t« étant appelée Z, on aura 

Z = «[F(i«) + F(|«)H-F(|«)....F(ar — ia)] 
+ A»*P — B«*Q -+- C«*R — etc. , 

^« Q> ^> «le* dépendant de la valeur des coefficiens différentiels 
^ » a? » S? > ®**^* ^^ "™»t«s de 1 mtegrale. 

Si on appelle Z' l'aire comprise depuis a;=7« jusqu'à :c=(»4-|)(», 
l'expression de cette aire sera sembld}lement 

Z'= » [F (») + F (2») H- F (5«) ... .4- F (»«)] 
H- Aft.'F— B«<Q'-f. Ctf'R'— etc.. 



croîssement de l'aire Z lorsque x deTienrt x -j- ^ « , et par 4* ce que 
devient. 4 lorsque a:=o, on aura Z'iï=2i -|- 4"~ 4** 
Or ayant Z =ifdxT£{x) , on en déduit 

et par conséquent , 

On tire de ces équations , 

»[;F(i«)+F(f «). . .H-F(x— i»)]=Z— A»'P+B«<Q— etc. 
«[FX « ) -|-F( 2« ) . . .+F (jc)] = Z+4— 4'— A»»F+B«»<Q'— elc; 

Substituant ces valeurs dans celle de S , il viendra 
S=^(F--F)H-Z+i(4-4'-)-A«-(2^)+.B«*(?2+S)-etc.,- 
ou^ en substituant la valeur de 4 -^ 4% 

^~^~i:4*3W~ dry "*" ïro • sW ~"aF/ 

-a,.(îî+î:)+b^(:2+2:)_..c. 

Mail on a P = JZ^^'S^i^^ ^^^ cette quantité on met x +>: oi 

à la place de j:, 3; deviendra -^ + -. -j^ + -.. -^ . ^^ 4- etc. ; 

donc 

p, rfF dF» «/daF rfJP^ , i ^ /dP¥ €PF* \ ^ 

de même ayant Q = ^-j — -t-j-, on en déduira 

^, cPF cPF* , i /rf*F rf<F*\ , ^,^ 
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CiU geucrax u C5i par ta uaiure ue la fjuesuon qu on jugera ue J9 
substitution qu'il conyient d*employer^ préférablement à toute autre^ 
pour transformer l'intégrale proposée eu une autre qui soit compris^ 
entre des limites finies. 



Construction de la courbe dans laquelle Parc s est donné 
en Jonction de la quantité -^ 

(9). Soit s l'arc d'une courbe^ 8 l'angle que la tangente à rextrémîté 

de Tare fait avec la ligne des abscisses^ ensorte qu'on ait tang 6 =^i 

si l'équation de la courbe n'est pas donnée ^ mais qu'on ait sim- 
plement l'expression de l'arc s en fonction de l'angle 0^ savoir 
^ = F (6) 9 et qucr de cette expression on ne puisse déduire les 
yaleurs des coordonnées a: et ^^ parce qu'elles dépendent d'inté- 
grales trop compliquées ^ il s'agit de trouver au moins par approxi- 
mation les valeurs de x ^\y qui correspondent à une valeur 4onnéc 
de l'angle 9t 

Puisque s est une fonction connue de fl ^ on pourra supposer 
ds = Q^ y et alors les valeurs de <r et ^ dépendent immédiate*- 
ment des quadratures , puisqu'on a Jc^=/Qûffl cos % yj =ï=yQ£iÔsînO, 
On pourrait donc &ire usage de la méthode donnée dans le chapitre 
précédent pour calculer les valeurs de or et de ^ qui correspondent 
à une valeur donnée de 9, Mais la courbe se construira plus 
facilement par une ipéthode particulière que nous allons exposer. 

Supposons que depuis un point donné où 6 = 0t^ jusqu'à un 
autre point quelconque où 6 a une valeur donnée^ on veuille 
connaître les valeurs de a: et de/ ; on divisera l'intervalle 6 — a 
en un certain nombre de parties égales ^ d'autant plus petites qu'on 
voudra pousser plus loin l'approximation. Soit ca une de ces parties^ 
et n leur nombre, ensorte qu'on ait ô 2=5 ât 4- '^^ - 

Au moyen de l'équation donnée entre ^ et 8, on calculera Succès^ 
sivement les valeurs de a qui répondent aux angles a , a + â# , 
it4-4»*««^+'^^ 9 et on prendra leurs différences consécutives. 

Soit 
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et d'autre part, 
A*co8(e+»=J(«cosG-^'sinfl-i^co8fl+j^8inG+elc.) 

+ ^ Co <=®*^ - n • 5 "n e — elc.) 
La différence de ces deux quantités donnera y en s'arrélant aux cù^y 

^? = - 5- (îX4 ^**'' ^ - JT6""0 

Soit Ç =P»*+Q«»+ R»*, on aura 



'?=»•§+?. 



<UP 



4-»* 



(fQ 



Ainsi les coefficiens P et Q devront être de'terminés par les équation* 

ds COI 6 dtb ainfl 



dP 



1 ddP i_^ .^ds «in 9 <U!f cpsO d^s tant 
à dS» '^" d« — 35 • 48 "~ dô» • "l6 35î • "7r4 



de^* a4 



La première donne ea int%raut. 



P___ as 



ds sind 
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M*9 Zâ.iJ,d^ li.vi.^ 



L'autre donne ^^ = o ; on a donc pour première valeur corrigée 

a:= 2A^ cos (ô + 1 «) — — ^^ sin 9 — -y x + const.^ ; 

et puisqu'on a trouve Q := o ^ il est clair que ce résultat est exact ; 
aux quantités près de Tordre a^. En poussant plus loin Tapproxi- 
mation y on trouverait 

x= 2A^ cos (ô+i») r^sinO-^l or-f- const.j 

et ce nouveau résultat est exact aux quantités près de Tordre m^ ; 
car la série du second membre ne contient aucune puissance impaire 
de â» ^ ainsi qu'il sera démontré ci-après^ 

En examinant de plus près cette valeur de or ^ on voit qu'elle 
peut être mise sous la forme 



XS\T\ 



"" ' '^ = lûis COS ( ô + î û^) — TzÇdt^^^^'^ const.) 
d*oii Ton tire 

+ ^ (j9i«"^ ^+ 5^-cosO— 3^sin G + const.) 
— etc. 

Les constantes renfermées dans les parenthèses sont telles qu'elles 
doivent faire disparaître les quantités jointes^ lorsqu'on suppose 
dans celles-ci == et. 

La forme de cette expression est assez évidente^ mais il importe 
de déterminer la loi de ses coefEciens , afin de pouvoir la prolonger 
ind^niment. Pour cet effet ^ nous prendrons une forme particulière 



(i i). Soil donc s=ié^ — é^ , afin qu'on ait 5 = lorsque 9=a; 
les coordonnées x et ^ se détermineront par les équations diflFé- 
rentielles aa:=<fc cos fl= /»<««'"' cosô, <^=<i» sinfl=in<i9c™"8iaÔ, 
dont les intégrales sont 

(„,«^_ j) x-=im^é^ cos ô 4- mé^ sin Ô + const. 

(ro»+i)j=/»»«^sin 6 — me™' cos fl H- const. 

Dans ce même cas, on aura A* = «^ (e™*— 0, et 

ILS cos (6 + i û») = ( e™*— 1) ke^^cos (fl+ \ a) 
■ ^^!:i:Ol££;if^^ieosflH-^''''"''"^^"°'"^'""Q+consL: 

formule où l'on a fait pour abréger , R = e™* + «— ^•— 2 cos a>. 
Cette valeur de 2 peut sç mettre sous la forme 

cos>.e™8cos9-^^îï^^îîi^e™^osfl+*-^^î^^^ 

Soit donc 

ar=4^2A5 cos (8 + » — f , 

et on aura en faisant les substitutions^ 

g' = (i«cot^a.-^jq^ â-;^ ^°'* 

+ (^"^-R ^-^?+t)« sm 8 + const. 

On remarquera d'abord que cette valeur de^' ne change pas de signe 
lorsque a> en change , et qu'ainsi le développement de^' ne contient 
que des puissances paires de a» ^ comme nous Tavons déjà annoncé. 

(la). U faut maintenant développer la valeur de ^ suivant les 
puissances de â^; et pour cela j'observe qu'on a 

1 « 5in (» 0.4 0.4.5.6 5.4....0 0.4. ... .10 



m*+i 
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posons qu'en effectuant le développement on ait 

<t (m) — À-û)* H- B-û>* + C^û?^ + etc. 
*(o) = A**û>* + B°û)*+C^û>^+etc. 

Comme le premier terme A"* = g-^ = A% on aura 

c'est le coefficient flee^ cos 6 dans la valeur de $' : on aura scm- 
blablement 



^ ^ (e'«-_c'^'"*) 1 _ ^ " ^g.4-5.6 






mR 



m*+i 



^^-^T"" + 5.4-5 .6 "' + ^^^' 



Appelons cette quantité * (m) , et supposons que son développe- 
ment donne 

* (m) = a«û)* 4- €^cù^ ■+• >'"û)« + /-û)* H- etc; , 

on aura enfin 

^' = [(B""— BO û)^ + (C-— CO û)« + (D-— DO û)« + etc.] e^.^ cos S 
^ (flt'"a)*+ é'"(»^+ >'"û)^+ etc.) we'"^ sin fl + const. 

Ces suites étant développées jusqu'à telle puissance de eo qu'on 
voudra , et les coefficiens B", C™, D"*, a", ^'", >", etc. étant exprî- 

més en fonctions de m. On fera les substitutions me =^» 

m^e^^z=z ^ , m'e = ~ , etc. , et on aura la valeur de g', queïld 

que soit la fonction de 6 égale à s* 

(i5). Si par exemple on veut développer la valeur de ^ jus- 
qu'aux (jù^ inclusivement , on fera d'abord le développement de» 
fonctions ** (m) et *(//i) en s'arrêtant aux cù^ ; ce qui donnera 

^ ^ la 720 ' i44o-2i 

^ ^ la 720 * 1440.21 



o 



ogie 



ae niy suppriaïaiii mj» ut^uunuaaieurs ev cnaDgeani jes sigiues aes 
termes pris alternativement ; c'est aussi ce qu on déduirait de la 
forme des fractions dont le développement donne les fonctions ^(/») 
et * (m). 

Substituant ces valeurs dans la formule 

f s£= [* (m) — * (o)] e^ cos 4- /«* (jn) è^\m û + coost > 
on aura dans le cas supposé y 

g= /Ti'e cosB H = — 7 û)® c cos 9 

*» 72*0 ' 30240 

H me sm 9 — — (w^— •3/») e sm 8 

4- 5^23 C'"* "^ ^0''*^ + 5/w) e"* sîn 9+ const. j 
et par conséquent la valeur générale de ^ est 

4- const. 

Cette formule est telle ^ qu'on voit au premier coup d'oeil la loi que 

suivent les facteurs différentiels ; quant aux coefllciens constans — » 

— y g . y etc. , ils ne sont autre chose que ceux qu'on déduit 

du développement de la quantité i -— | â»cot ~>û)} de sorte que 
^i on fait 

I — ^ û> cot I û> = A*û)» + B**û)*+ Ocô^+ D*a>» + etc. , 
on aura généralement 

%' r^ const + A««» (lii^- s coaô) 

— B'»* ( \^ -+- * «OS 8) 
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ce qiie devient ce terme lorsque * :;=so. et 9s=?a. 

(i4). L'état de simplicité où nous avons réduit la valeur de ^\ 
fait présumer qu'il est possible de parvenir à celte formule par une 
voie plus directe et moins laborieuse. Mais sans nous arrêter à 
cette recherche , nous nous contenterons de vérifier la formule 
trouvée, dans toute sod étendue, au moyen d'une valeur de s qui 
permettra de trouver généralement , et d'une manière fort simple , 
la différence d'un ordre quelconque de s sin 6. 

Nous choisirons pour cet objet la valeur ^= sin ad qui donne 
^ sin d =^ -^ cos (n -— I ) ô — î cos («•+•*) 9- On aura doue par des 
différentiations successives , 

iilj=il= - J C»-!) siû (o-i) e + 1 (aH- sin (o+O 8 

etc. 
Substituant ces valeurs dans celle de 0', on aura 

^' = — (A%»+B%* (a—i)*+CV(«— ly+etc.) —. sin(«— ,)fl 

H- (A'a'-I-B'û»* (a-)-i)'+C»û»«(a+i)*+etc.) ^ sin(a+i) 9 

— (A*4»H-B*à>*-|-C'«»»-f-elcO s cos fl. 

Cela posé , puisqu'on a en géne'ral A'z''^- B'a*4- €•**-{- etc. as 
I — ~zco\jz,les suites comprises dans la valeur de f' sont faciles 
à sommer , et il en résulte 

_[,_.(_.)» cote»-.) 3î^^ 



dx = ad!^ cos aâ cos fl = 7 ad^ cos (a-f- 1) 6 + :ï ad% cos (a — 1) d, 
et par conséquent 

jt:=-~^sîn(«+ i)flH — î^sm(a — i) 9.' 
Or nous avons fait 

^=4^sA5cos(fl4-i^)-r; 

ainsi il ne reste plus à vérifier que Téquation 



2A^cos(fl4-»=- 



î 8111" 



av 



am 



sin(a+i) - 



■sin(4aH-0fi + 



sin (<ï— i) r- 
^ a 



sin (a~l)fl. 



Prenant les différences de part et d'autre en supposant que 6 devienne 
6 -|. ^^ on trouve que Téquation est entièrement identique. 

(i5). La formule générale trouvée pour la valeur de ^ est éta- 
blie par là d'une manière certaine ; car s'il y avait dans la suite 
générale un seul terme qui ne fat pas conforme à la loi observée , 
ce même terme se retrouverait dans l'application au cas de^=sinaOy 
puisqu'il n'y a pas deux termes qui soient affectés à la fois d une 
même puissance de ùù et d'une même puissance de a y et que d'ailleurs 
i) n'existe aucun terme dans la formule générale qui n'ait son cor<^ 
respondant dans la formule propre au cas particulier. 

On aura donc généralement 

a: = 4|^2A^cos(e + »-X(8) + X(«), 
X oa X(0) étant une fonction de 6 représentée par la formule 

X(fl)= A-a.-(^^i|îi^-,cosô) 

H- C°a>'f ^,5 — ^ — s cos flj 

'" * . • . 

. — etc. , 

ptX(ût) représentant une fonction semblable de â&. 



Si 
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Y (fl) étant une fonction de 8 donnée par l'équation 
Y(fl)= A'a>^(iL£^ + ssin9) 

— etc. , 
et Y (a) une fonction semblable de a. 

(16). Nous remarquerons que les coefficiens A% B% C®, etc. ont 
des rapports fort simples avec les coefficiens A, B^ C, etc. dont 
nous avons fait usage dans le chapitre précédent (art. 3). En effet, 
si dans la formule 

I — i û> cot |û> = A'û>*+ B*'û>*H-.CV+ etc., 

on met 2û) à la place de ai , on aura 

i — eo cotûi = A%2*â)*+ B*.!i*û)^+ C^.aVH- etc. 

Mais on a —. — = cot ^ û> — cot of : donc 

8in tf * 

.A-= I +.(3* — 3) A«û)» + C2^— 2)B'û>^ + (2«— 3)C*û>«+etc., 

Ain tf ^ ^ ^ ^ ' ^ ^ 

et il en résulte 

4î,= . + (,-i)A-»-+(.-i)B-»<+(.-à)CV+..c. 

Mais dans l'article cité, on a fait ,-j|4^= i+AA>*H-B»<H-C»»-f-etc. ; 
donc 



4» 



c=(.-J.)c- c- = ^=^ 

etc. etc. 

La suite A% B**, C% D% etc. a cela de commun avec la suite 
A , B , C, D , etc. , que le rapport de deux termes consécutifs con- 
verge vers la limite -r^ ; mais ce rapport est moindre encore dans 
les premiers termes , puisqu'on a -^ = g^,g7=:-rj,^ = — ,et 

on voit que dès le quatrième terme , le rapport est presque égal 
à sa limite. 

Dans l'application de ces formules^ il conviendra de prendre âr 
assez petit pour qne le premier terme ou les deux premiers au plu» 
des corrections X(ô), Y (9) suffisent pour le degré d'approxima* 
tion qu'on a en vue ; ainsi tout dépend de la grandeur des coeffi-* 

ciens My'l^y'TBy ^^'^^ faudra calculer d'avance pour le premier et 

le dernier point de l'arc de courbe dont on veut connaître les 
coordonnées. Lorsque la courbe a très-peu de courbure , ces coeffi- 
ciens sont très-grands ; alors il faudra un plus grand arc de courbe 
ùs pour répondre à une même différence AÔ, et il n'est pas éton- 
nant que les corrections à faire à la somme des différences finies ^ 
pour avoir la somme des différences infiniment petites^ soient plus 
considérables. Il faudra donc prendre dans ce cas cû. plus petit quo 
si la courbure était plus sensible. Voici au xeste un exemple dans 
lequel se trouvent réunies toutes les difficultés qu'on peut reacoa- 
trer dans ces sortes de calculs , avec les moyens de les surmonter. 

Application de la méthode précédente au calcul de la 
trajectoire d'un projectile. 

(17); Nous prendrons pour exemple la courbe décrite par tm 
projectile dans un milieu de densité constante^ et dont la résistance 



ij 
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sistance très-petite ou d'un angle de projection très-petit ; maïs on 
peut y suppléer par une équation entre lare s parcouru depuis le 
commencement du mouvement et l'angle 8 que la tangente à la 
courbe fait avec Thorizon. Cette équation est 



h cos*tf 



C/(«) -/(«)], 



/(ô) désignant la fonction ^ -f- log tang ( 45» + i fl) , et/(«) une 
fonction semblable de l'angle a , valeur initiale de fi. 

Supposons l'angle de projection « = ^B", et la vitesse de projec 
tion telle qu'on ait t = lo, bous aurons, en prenant k pour l'unité , 

e*=i+5/C«t)-5/(fl). 

D'après cette équation ^ il s'agit de trouver les valeurs Ae x e\ jr 
au sommet de la courbe ; on se proposera ensuite de calculer l'am- 
plitude de la branche descendante. 

U semble d'abord qu'il sufEt de calculer les valeurs Successives 
de Ax et ùjr en faisant varier 9 de 5*, depuis 6=45*' jusqu'à fl=o'. 
Mais dans la partie de la courbe comprise depuis = 45'' jusqu'à 
fl = 4o*, la valeur de A* se trouverait très-grande , parce que la 
courbure est très-petite dans cette partie^ et c'est ce qui résulte des 

valeurs de ^ , -j^ , etc. , qui sont très-grandes lorsque ^ = o ou 
ô = 45\ 

En efiet de l'équation donnée on tire 



4f 

dds 



lOC 



r^S 



cos'Ô 



^r = 3 tango. ^ — jg- 



5 

C08*a 



A 



Si Ton £ait dans ces valeurs 6=: 45"" et ^=:o^ on aura 



lo.(-§^ 



; 



3.946871 



*°s(-§) = 4-7='5285. 



Ces quantités vont en augmentant assez rapidement, et en faisant 
varier 6 de 5% les corrections se trouveraient trop considérables^ 
C'est pourquoi il convient de ne le faire varier que de 1% et alors 
le second terme de la correction X (fl) — X (a) n'influera que sur le 
septième ordre de décimales. ^ 

(18). Soit donc û) = — 1** = ^ 9 ^ proposons-nous d^abord 

de déterminer la portion de courbe comprise depuis 0=45'* jusqu'à 
6=40''. Voici le calcul des valeurs successives de A5^ A^cos^â-h-j»)^ 



0. 


S. 


^• 


Ajcos(ft + J«). 




45- 


0.000000 


0.592782 


0.28oi52f 


o.aySSoS 


44 


0.39278a 


O.269II5 


0.195209 


0. i85a47 


45 


0.661897 


0.202695 


0.14944^ 


0.15695a 


42 


0.864592 


0. 161 284 


0. 120795 


0.106870 


4i 


1 .025876 
I. 158940 


o.i33o64 


O.I01I83 


0.086418 


40 


Sommes . • . 


• 0.846781 


0.79077a 



Ces sommes doivent être multipliées par le facteur -A^j or on s 

^= ■ +5 + ^>'*^' " = 5 + i^' ?""•=- î^ ' 

on trouve log fl =s5, io3547; ^^ T^i donne 

Pour les sommes 0.846781 . . . r. .0.790778 

les corrections + o.ooooi i -f- o.ooooio 

0.846792 0.790788. 

Pour avoir les corrections désignées par X (a) —X (9) et Y (et) — ^Y(Ô), 

il faut d'abord calculer les coefBcicns ^, 3^, § pour la valeur 
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^(r^)=^ 0.645916 

L^ — 3^) ^^ 5.052452. 

D^ailleurs on a L (—\ 3=5.404575 et L (—) = o. i 10176 ; de Hr 
réfulle 

X(ô)=:— o.oooiiâg Y(ô)= — 0.0001557 

X (flt) = — o . ooo5o26 Y (a) = — o . ooo5o3 1 

X(8)— X(a)= 0.0005887 Y(9)— Y(a)= 0.0003674-.^ 

Appliquant ces corrections aux sommes trouvées^ 

Somme des A jc ... o . 846792 des A^- . . . o . 790788 
Correction — 0.000589 • * + 0.000367 

■ ■ Il fci I . I mm 

X = 0.846403 j = 0.791155 

on a les valeurs de x et de ^ qoi répondent au point où 6 = 4o^/ 

(19). On peut maintenant partir de ce point pour faire varieiT' 
par de plus grands intervalles ^ les angles 6 : en prenant ces inter^i-t^^^ 
valles de 5% on formera la table suivante : ^^ 



a. 



40^ 
55 

5o 

25 

20 

i5 

10 

5 

o 



I. 158940 
I. 597X19 
1.855997 
2.034856 
2.170127 
^.278981 
2 . 570764 
2.45117^ 
2.523964 



Ls. 



0.433579 
0.258678 
0.178859 
O. I 35291 
0.108854 
0.091785 
0.080408 
0.072792 



0.547789 

C).2i§i67 
o.i 58631 
0.124993 
6. io38i6 
0.089607 
0.079720 
0.072723 



Ajcos(9 + i »). |A5 sîn ( fl + î • j' 



0.266868 
0.138988 

0. 082579 
o.o5i774 
0.032735 
0.019865 
0.010495 
0.003175 



Sommes. .... i . 195447 0.606477 



Lorsque a =5 -— 5^ sk — ^ |^ , on a log Û =s= 6. 5oi 579 , ainsi à raison 



I . I 95447 ^ • 606477 

»+■ o. 0005794 0.0001925 

1 . 1958264 o . 6066695. 

Oa a ensuite^ en faisant d=:^o ; 

I^ (- ^) = 9.905357 L (-^) « 6.8o25i5 

L(-f ) = 9.807714 L(^ = ..906056 

^(rw) = 0.055577 j 

d'où résulte 

X( o** )=+o.ooooooa Y(o'*)=>— o-ooo5o85 

X(4o*)=— 0.0027781 Y(4o*)=3— 0.0055558 

XCo*»)— X(4o*)=H-o.oo27783 Y(o^)— Y(4o')=+o.oo28275 

1 . 1 958264 0.6066695 

JC= 1.195043 jrss 0.609497 

Ce sont les valeurs corrigées de ;r et j^ , depuis = 40"* jusqu'à 
ssso ; si on leur ajoute les valeurs des mêmes coordonnées , depuis 
6 = 45'' jusqu'à 6 = 40''^ on aura les coordonnées qui répondent 
au sommet de la courbe 

Jtr = 2 . o3945i , y=it. 4oo65rj. 

(20). Il faut maintenant calculer la branche descendante ^ et pour 
cet effet, il faut changer le signe de 6 dans l'équation des arcs^ ce 
qui donnera 

e' = i+5/(«) + ./(9). 

Lorsque 6 deviendra 6 + o» , l'arc s deviendra s^às pBion aura 
A^ par l'équation 

A . — W /^-495587+/(9+0 \ 
^s^logi^ a.495587H^/(a) > 

Faisant donc successivement fl=o^, 0=5% fl ss 16% etc. , et ^ = 5% 
on formera la table suivante ; 
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0* 


0.067849 


0.067785 


0*002960 


5 


0.064967 


0.064411 


0.008480 


10 


o.o658o4 


0.062291 


o.oi58io 


i5 


0.064^12 


0.061240 


0.019509 


30 


0.066195 


o.o6ii56 


0.025552 


a5 


0.069902 


0.062005 


0.052277 


3o 


0.075647 


0.065800 


0.040645 


55 


0.085965 


0.066614 


o.o5iii4 


4o 


0.095712 


0.070566 


0.06466a 


45 


o.ii25o5 


0.075855 


0.082757 


5o 


0.155758 


0.082644 


0. 107704 


55 


0.169891 


0.091282 


0.145284 


6o 


0.22I005 


0.102049 


0.196054 


65 


0.500999 


o.ii5i87 


0.278087 


70 


0.454744 


0.150750 


0.414625 




Sommes * • • 


1.177591 


1.481078 


Prc 


^duit par A . . • 


0.000574 


o« 000470 



1.177965 I. 481 548 
Pour corriger ces sommes j il faut avoir les valeurs des coefficient 
^ > 5F > 3P lorsque fl = 75* ; alors ces coefficiens deviennent po^ 
^iûfs, eX on trouve leurs logarithmes comme il suit : 

H S = ^-784599 

1 dds 

log^ = Ï-4927I7 

logjjl = 2.52l552 

Au moyen de ces valeurs^ le calcul des corrections donne 



X(75*) — X(oO = 0.0037068 Y(75*) — Y Co-)= 0.0004935 
I. 177965 1 .481548 

a: s= 1 . 174258 J" = i -482040. 

Ce sont les valeurs dex et/ comprises depuis le sommet josqa'au 
point où fl = 75*. 

Mais puisque la hauteur trouvée jr est plus grande que la hautenr 
de la branche ascendante i .400652^ leur différence 0.081 588 exi« 
géra qu'il soit fait une diminution proportionnelle sur la valeur de x, 
pour avoir la vraie amplitude de la branche descendante. Et puis- 
que la différence 0.414625 répond à 5* de différence dans l'angle 0, 
on trouvera que 0.081 388 répond à une différence de S8' 5^'; de 
sorte que l'angle de chute doit èlre environ 74.* 1' 6". Prenant le 
milieu entre cet angle et 75**, on aura 74** 3o' 33", et la quanlilé dont 
il faudra diminuer x sera 0.081 588 cot 74* 5o'55"s= 0.022557, d'où 
l'on conclura 

1.174258 
0.022557 

. Ampl. de labranc. desc. • • • x • 151701 
Ampl. de la branc. asc 2 * o3g45i 

Ampl. totale 3^ 191152; 

ces résultats doivent être exacts^ au m^ins jusqu'à la cinquième 
décimale. 

(21). Ayant suivi le cours de la trajectoire jusqu'au point où 
6 = 75'', il ne sera pas inutile de déterminer la position de l'asymp- 
tote verticale , c'est-à-dire , de chercher la valeur de x Lorsque 

fl = 9o^ 

Pour cela nous compterons les x du point où 8=275*^ et en 
/Eaisant tang ^^=zp ^ nous aurons à intégrer l'équation 

j^ », dp 

dans laquelle A= ^ +/(«) = 2.495587 , et il faudra que l'intëgrale 
6'étende depuis /7=: tang 75'' jusqu'à ^ ;= oOf 

Le 
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Jt. 



i.i 



•• \l 



ûié toujours plus grande, ou toujours plus petite que ce dénomina- 
teur, et on conclura que la vraie valeur de x est comprise entre les 
deux qui résulteront de chaque hypothèse. 

SoitD=A+;7 V^C^+pp) + log[p'+'\/(i+ppy] etwsstangyS*; 
puisque p est toujours compris entre tang yS"* et tang 90% on aura 
toujoursD > A +log [ w-f- \/(i -f-'ww)]-+-/w^(i -f-/w?i) — /»*-4-/^*; 
donc si on fait c* s= A+/(75*) — tang* 76**= 5. 0145^5, on aura 

Celle-ci donne en intégrant , ^ cx<C arc tang ? — arc tang —, et en 

c c 



m 



faisant ;?= 00 , on aura -s- co: < - — arc tang — , ou tang icx<C—i 
d'où résulte x < 0.48268. 

Pour avoir l'autre limite de x, jefais7i= — log[/7i+v/(i+7w?ï)], 

ce qui donne log n =9.434002; j'observe ensuite qu'on aura dans 
toute l'étendue de l'intégrale, ;7ï/(i+;7;>)<;?»-f-|, logQ7-f./(i4-;y?)] 
'<C,:inpi donc on a constamment 

Soit A+T — ^"^S'N ou log 5^=0.232825, on aura 



kdx> 



dp 



r+(P+^)*' 



d'oii résulte en intégrant , 7 ^jc > arc tang EJtii — arc tang 2LlL2^ 

o s 

Faisant ;;=:oo , on aura \gx> '^-^zxc tang ^"^ ^ > arc tang 



OU a:> 0.4721a. 

On voit donc que la valeur de x qui à partir du point où = 75% 
répond à l'asymptote verticale , est cerUdnement comprise entre 
deux limites assez rapprochées, savoir, entre 0.4721a et 0.48268. 
Par un milieu, on trouve a: = 0.4774^ c* ceWe valeur ne peut pas 
être en erreur de plus de o.oo55. 

(22). U reste à connaître la position de Tautre asymptote du côté 

45 



r • vr«^«^>^x^\^^^ 



X (75*) — X (o«) = o • 0037068 Y (75*) — Y (o») = o . 0004935 
1. 177965 I •481548 

o: = I • 1742158 J^ = 1 .482040. 

Ce sont les valeurs deo: et/ comprises depuis le sommet jasqu'aa 
point où fl = 75*. 

Mais puisque la hauteur trourée y est plus grande que la hauteur 
de la branche ascendante 1.400652^ leur différence o.o8i588exi«- 
géra qu'il soit fait une diminution proportionnelle sur la valeur de x^ 
pour avoir la vraie amplitude de la branche descendante. Et puis* 
que la différence 0.414^^^ répond à 5"* de différence dans l'angle 9 , 
on trouvera que 0.081 588 répond à une différence de 58' 54"; de 
sorte que l'angle de chute doit être environ 74** 1' 6". Prenant le 
milieu entre cet angle et 75**, on aura 74" 3o' 55", et la quantité dont 
il faudra diminuer x sera o. 081 388 cot 74** 5o' 55" =: o. 02^557^ d'où 
Von conclura 

I. 174258 
0.022557 

. Ampl. de la branc. desc . . • • i . 1 5i 70 1 
Ampl. de la branc. asc 2 «o3945i 

Ampl. totale . . ^ 3^ f 91 152 ; 

ces résultats doivent être exacts, au m^îns jusqu'à la cinquième 
décimale. 

(21). Ayant suivi le cours de la trajectoire jusqu'au point où 
6 = 75% il ne sera pas inutije de déterminer la position de Tasymp* 
tote verticale , c'est-à-dire , de chercher la valeur de x lorsque 

fl=:90^ 

Pour cela nous compterons les x du point où =s 76% et en 
gisant tangâ = ;7^ nous aurons à intégrer l'équation 

Ldx — - ^^ 

dans laquelle A= ^ +/(«) = 2.495587 , et il j&udru que rintëgrale 
0'étende depuis ;?= tang 75'' jusqu'à ;? = cp, 

Le 
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tité toujours plus grande , ou toujours plus petite que ce dénomina- 
teur^ et on conclura que la vraie valeur de x est comprise entre les 
deux qui re'sulteronl de chaque hypothèse. 

Soit D= AH-;? V^Ci+pp) + log[p'+'\/(i+ppy] etwsstangyS*; 
puisque p est toujours compris entre tang yS"" et tang 90% on aura 
toujoursD > A +log [/w-f- \/(i +m/7i)] -4-/» ^(i -f-/w?i) — m*'+'p*; 
donc si on fait c* s= A+/(75*) — tang»75*= 5,oi45a5, on aura 

dp 



\da:< 



c^+p^' 



Celle-ci donne en intégrant y i cx<i arc tang P — arc tang —, et en 



taisant ;?=oo , on aura t ^«^p < - —arc tang — , ou tang 5 cor < — ; 



c 
m 
c 



771 



d'où résulte x < 0.48268. 

Pour avoir l'autre limite de jp, je fais7i= — log [/y^^-v/(I+'w)], 

ce qui donne log n =9.4^4^02; j'observe ensuite qu'on aura dans 
toute l'étendue de l'intégrale, ;7t/(i-+-;?^)<;>»-f-j, log[;?-f.^/(i-f-^;7)] 
'<C.2npi donc on a constamment 

.^•^->A + i + fl7,p + p*- 
Soit A+T — ^*^==^g*> ^^ log 5^=0.^32825, on aura 



{dx> 



dp 



g'+ip+ny 



Faisant ;;=oo , on aura 7g'Jt:> ^ —arc tang ÎL±Ji > arc tang 



m+Ti* 



d'où résulte en intégrant , 7 ^jc > arc tang ^ — arc tang 2-lL2^ 

o o 

2 

ou a:> 0.47212. 

On voit donc que la valeur de x qui à partir du point où = 75% 
répond à l'asymptote verticale , est certainement comprise entre 
deux limites assez rapprochées, savoir, entre 0.47^1^ et 0.48268. 
Par un milieu, on trouve a: =0.4774^ ^^ cette valeur ne peut pas 
être en erreur de plus de o.oo55. 

(22). U reste à connaître la position de l'autre asymptote du côté 

45 



le i 



d'après cette valeiu:, on trouve ô = 46*55' 33"4j c'est l'angle que 
£iit Tasymptote dont il s'agit avec la ligne des abscisses. 

En appelant cet angle ^ , si on considère à la fois s y x et jr 
comme positifs pour tous les points de la branche qui descend vers 
l'asymptote; si ensuite on fait comme ci-dessus^ tang 0=/^, tangC=&, 

P l^(ï "^pp) + log [P'hVC^ '^PPÏ\ ^= 4'(/^)> ^^ ^^^^ P^^^ déter- 
miner les coordonnées x eij, les équations 

Faisons x — '^rrsz, et la valeur de 2 calculée pour le point oùp =^, 

sera la distance de l'origine de& abscisses au point ou Tasjmptote 
rencontre la ligne des abscisses. On aura donc à intégrer la formula 
suivante^ depuis /?= 1 jusqu'à p^s=zb. 

Comme p diffère peu de b dans l'intervalle où nous devons étendre 
l'intégrale, on peut faire p:=^b -^u, et on aura la série fort cou* 
vergenle 

4 (;,) = 4 Çb) - 4'(i) u + 4" (i). l'-.4'"(i) .i^ + etc. , 

etc. , et il faudra intégrer l'équation 

\bdz:=z -''" 



4'(i)-^4''(*)+f34'"(4)-etc. 
Pour avoir par approximation cette intégrale, je fiais 

et j'observe que A sera toujours compris entre deux valeurs A! et A^', 
la première qui répond au commencement de l'intégrale , lorsque 
« = * — I , et la seconde qui répond à la fin de l'intégrale , lorsque 
MssQ. Cette dernière se trouve exactement par le développexaent 
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Ainsi on awa log A' = 9.5921695 et log A"= 9. 5969607; 

Mais en regardant A comme constante , l'intégrale de Féquation 

précédente est \ *4'(i).z =-^log (i — Att)-}-const, Prenant donc 

Imt^rale entre les limites u = &'— 'i^u^o^on aura 

1q6C>-A(&>-i)] 

Substituant successivement au Heu de A les deux valeurs A' et A", 
on trouvera is = o. 0447606 et ;b = o . 04476^0. Le yen de différence 
qu'il j a entre ces deux valeurs ^ prouve combien cette détermination 
est exacte , et par un milieu pris entre elles ^ on aura encore plus 
exactement 2=:o«o4476a8. C'est l'abscisse cherchée du point où 
l'asymptote dont il s'agit rencontre la ligne des abscisses. 

De V intégrale indéfinie fax Qog^ , prise depuis x = o. 

(25). Nous avoi& &it voir dans la seconde partie , comment <Mt 
trouve l'intégrale fax \l-) lorsque a: = i , et nous l'avons dési- 
gnée dans ce cas par la fonction F (a). Mais il peut être utile de dé-^ 
terminer cette intégrale pour une valeur quelconque de x* : nous la 
représenterons généralement par r(a, x), de sorte que V(a^ i) sera 
la même chose quer(^z). 

Observons d'abord que l'intégration par parties donne la formula 



r(a, j:)=x(logiy '+(a— i)r(a — i,a:)^ 



(0 



d^où il suit que Tintégrale T(a, x) peut toujours se ramener à une 
intégrale semblable , dans laquelle a est compris entre i et 21^ ainsi 
que nous l'avons fait pour l'intégrale définie F {a). 

Soit log "ZszZyWL aura la transformée 
r(a>x) =/— z^'dzeri =^/— z*-'dz(i ~ z 4. ^ — ^ + etc.) ; 



Cette formule donne la valeur de T(ayx) par une suite qui peut 
être divergente dans les premiers termes , mais qui finit toujours par 
être convergente. 

Cette suite est convergente dès les. premiers termes , si :r n'est pas 

plus petit que -; elle peut néanmoins être employée avec succès jpour 
des valeurs beaucoup plus petites de o:^ telles que x=:—, on même 
a:= — ; mais alors il faudra calculer un assez grand nombre de 

termes de la série ; par exemple ^ si j? = — ^ il faudra calculer 

douze à treize termes de la série pour avoir la valeur de Tintégrale 
approchée jusqu'à la cinquième ou la sixième décimale. On trouve 

de cette manière T Q- , — j=o, 056497 ► 

A mesure que x devient plus petit , il faudra prolonger plu» 
loin la suite pour obtenir un égal degré d'approximation ', de sorte 
qu'il convient de recourir a un autre moyen pour évaluer l'intégrale 

avec précision^ lorsque x est très-petit, tel que —, — ^, etc. 

(24)« La meilleure méthode pour calculer l'intégrale T (a, x) 
lorsque x est très-petit^ est de la déduire de la formule (1) quv 
donne , par des transformations successives , 

T(a, x)=j:[z'-+(a— 1)2— •4-(iï— 1) (a— a)z«-«4-etc.] (3) 

Cette série étant continuée sulQSsamment , ses termes deviendront 
alternativement positifs et négatifs, de sorte qu'on aura des valeurs^ 
alternativement plus grandes et plus petites que l'intégrale cfaercbée. 
Mais comme la suite qui est d'abord convergente^ devient neccs-- 
sairement divergente après un certain nombre de termes, il £iudra 
s'arrêter au point où la divergence commence, et on n'aura ainsi 
qu'une approximation bornée. 

Si on appelle P" le terme de rang n dans la formule (3) , et P*-^» 

1q terme suivant, on aura P":t.' = °~? F"; ainsi la divergence coin- 
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(^5). Soîl, par exemple^ ^ = --j a: = — , on aura z= log loo 

ss: 4-6o5i7 , et fl -|- j5 = 5. 1. Ainsi la suite ne devra pas être pro- 
longée au-<lelà des 5 ou 6 premiers termes. En effet ^ on a en faisant 
z = log lO , 

et par le calcul de termes successifs ^ on trouve 

z » = 0.465991 
— - « • s= — o.o5o594 



1.3 -I _ 



0.415597 



H-r^ 2'* = + 0.016479 



a. a 



0.451876 
.1:-:- z"* = — 0.008946 



2. a. 22 



4 



0.4^^950 

-, 1.3.5.7 -I , C 

"•■rrii * = + 0-006799 

0.429729 

a.fl.2.a.a ^Z 

O.4a5o85 
-^ — jS » =s: + O.OÔ7935 



1.3. 



a. a. 



On voit qu'il est inutile d'aller plus loin que le sixième terme , puis-' 
que la suite devient divergente à compter de ce terme. 

Il résulte de ce calcul que la somme cherchée est plus grande que 
0.423085 , et plus petite que 0.429729. Par un milieu, on trouve 
la somme de la suite ==0.4264, et on voit qu'on ne peut compter 
sur plus de quatre décimales exactes dans cette évaluation; il en 
résulte pour la valeur de l'intégrale cherchée, r(a,;c)=o, 004264- 



aurait vu uaDuru que la suiie ne uuii eire pruiungee que jusqu au 
neuvième terme , et par le calcul effectif des termes^ ou aurait trouvé 
que l'intégrale cherchée est comprise entre a: x o . SSyyoS et 
X X 0.5571751 Le milieu est x x o, 36744 J <l'où résulte Tintégrale 
r(«, ^) = o.ooo35744« 

En général la formule ( 5 ) donnera d'autant plus de précision ,' 
que X sera plus petit ; mais cette précision ne s'obtiendra que par 
le calcul d'un plus grand nombre de termes y puisque pour tirer de 
la suite toute l'approximation qu'elle peut offrir ^ il £aiut la prolonger 

jusqu'à ce que le nombre de ses termes soit a^z ou a-}- log -. 

Si on appliquait la formule (3) au cas de â: = — déjà résolu par 

la formule (2) , on trouverait que la suite cesse d'être convergente 
au quatrième terme. Les deux premiers termes donnentr>arxo.5i59, 
et les trois premiers donnent T < jt: x 0.6091 ; il en résulte par 
un milieu , T = jc X o . 56a5 = o . o5635 , tandis que la vraie valeur 
est 0.056497. Il convient donc de préférer la formule (a) lorsqu'on 
voudra avoir au moins quatre chiffres significatif exacts y et que la 
valeur de x n<e sera pas plus petite que o.oi. 

(27). Jusqu'ici nous avons supposé tacitement que x ne surpasse 

pas l'unité; mais on peut aussi demander l'intégrale yîir T^- J * 

pour une valeur de x plus grande que l'unité. La partie comprise 
depuis a: = o jusqu'à jcr = i- , est connue et représentée par T (a) ; 
ainsi tout se réduit à trouver l'intégrale depuis a: =: i jusqu'à une 
valeur quelconque de a: > i. 

Remarquons d'at^ord que dans tout cet intervalle > ' ( - ) étant 

négatif^ il faudra mettre l'intégrale sous la forme (— i)**yîir(Za:)*^\ 
Je fais abstraction du facteur (— i)""' qui peut être réel ou imagî^ 
naire^ suivant ies diverses valeurs de ^ , et je considère simplement 
l'intégrale yî/x(/x)*-» que je désigne par ^^{ayx) ^ ^\cj^ est sup-- 
posée nulle lorsque a: = i , 

Si on Eût /j:=: a^ QU aura a;;:=e% et l'intégrale dont il s'agit 
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etc., (4) 
^u*elle s'éra-* 

divergenla 

? conver- 

si appro- 

ue cette 

plu^ 
; soit 

H* 
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t étant une nouvelle variable qui s'étendra depuis /=— oo , jusqu'à 
^ = + 00 , ces valeurs répondant aux deux limites de l'intégrale où 

Ton ^jr = o. 

D'après la valeur supposée de j, on trouvera une expression de x 
en fonction de i, qui sera de la forme ♦ 

x=^m+A.t+ B^* + ce 4- D^ + etc. , 
et on aura 

fydx—'^fe^ ^dt (AH- aB^ + 5C«» + 4D^+ etc.). 

Il faut distinguer dans cette intégrale deux parties; Tune depuis 

X — 00 jusqu'à ^ = o ; l'autre depuis r = o jusqu'à < = oo. Si ou 

change le signe de la première , elle devra être prise depuis «=o 
jusqu'à f =00, et sera représentée par la formule 

M/e' ** rff ( A ~ 2B/ + SC^ — 4Di«+ etc.) ; 
)a seconde y qui devra être prisç entre les mêmes limites , sera 

M/e" *V^ ( A + aB/ + 5C^4- 4D^ + etc.). 
Ajoutant ces deux parties , on a l'intégrale totale 

% = ^M/e" ^Vi ( A 4- 5Ci* + 5E/* H* etc.). 

Or en fusant e"**ï=z, l'intégrale /i^"c" **<// aura pour transformée 

an — I 

jfdzÇl i J , et celle-ci devant être prise depuis a =o jusqpli 
z =: I , sera représentée par ^ T ( ^ j. Ainsi on aura généralement 
fe" t^^dt=z ^ T r ^ J , d'où résulte en particulier 

Ponc enfin l'intégrale cherchée, 

et 
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(3o). Si dans réqualîon^=Me~^, ou log M — log^ = ^% on 
substitue la valeur dejr en x y on aura une équation entre a: et t, 

d'où on devra déduire les valeurs des coefEciens -^ , -^ , etc. qui 

entrent dans la formule précédente, et dans lesquels on fera en- 
suite ^=o ou ar = /7}. C'est dans les exemples particuliers qu'il 
convient de déterminer ces coefficiens ; cependant on peut aussi les 

déduire généralement des coefficiens^, ^, etc. supposés con« 
nus au point du maximum. 

En effet l'équation logM — log^ = ^* étant différentiée, donne 
•^ . -T- + 3/;^ = o. Si on y fait ar = /7i ou ^ = o, on n'en tire 

aucun résultat, parce qu'alors -£- ;;= o ; mais si on différentie une 
seconde fois, on aura 

ddy dcc^ , dy ddx , , ^ dy dx 

Êdsant dans celle-ci /=:o, on aura^. -^^ 2jr:=zo} d'où ré-* 

suite -gr- , ou 

Si donc la série (i) est assez convergente pour qu'on puisse la 
réduire à son premier terme , on aura l'intégrale cherchée 



7.=^/ 



(=i)' 



ddy 



y et -^ étant les valeurs de ces quantités au point du maximum 
où x = m. 
En différentiaut ultérieurement l'équation dont nous avons tiré 
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dt^^ dfi^ "*"•' ^^^ ""^"" ^"^ ^ " -^ » 4r*' 

^^ etc. au poîût du maximum. Maïs ces yaleurs se compliquent 

à mesure qu'on pousse le calcul plus loin, et il vaut mieux , comme 
nous l'avons dit y déterminer ces coefficiens dans les cas particuliers* 
Pour peu qu'on réflécliisse sur l'esprit de la méthode précédente , 
on verra qu'elle doit donner un résultat d'autant plus approché , 
que la fonction^ décroîtra plus promptenienl en s^éloîgnunt du 
maximum; et c'est ce qui arrlyera si les facteurs dont^ est corn-* 
posé sont des puissances d'un ordre fort élevé. Celte circonstanct 
permet de n'avoir égard qu'à une petite partie de l'intégrale , depuis 
x:=m — a jusqu'à xz^m^^a; elle contribuerait aussi à simpli-« 
fier l'usage des autres méthodes ; mais celles-ci ne donneraient pas 
un résultât aussi élégant, parce qu'il resterait toujours quelque 
chose de vague dans la détermination de et. Au reste, oa prendra 
une idée plus juste de cette méthode par les exemples suivans. 

Exemple. I. 

(3i). Soit proposé de trouver l'intégrale Xss^Jx^c^Jx, depuis 
a? = o jusqu'à ^ = oo 9 ot étant un nombre positif. 

Dans ce cas, la fonction x^&^^ est nulle aux deux limites de Tin- 
tégrale ; sa valeur dans cet intervalle est toujours positive , êf elle 
n'est susceptible que d'un seul maximum y qui a lieu lorsque ;i(r=tit; 
ainsi la méthode précédente peut être appliquée à cette intégrale. 

(V* 
^ j c^**, il en résultera 

a log J — (j: — a) = — /% 

et en supposant x=s a + u, on aura par le développement de cette 
équation , 

Soit , comme ci-dessus ^ uz=At + Be + Cfi + Bl^ + etc. ^ on. 
trouvera 
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on aura iiniegraie uacri;»^^ 

Si dans Tînlégrale proposée Tj=:fx*er'dx y on fidt e-* = z, on 

anra la transformée Z =y3ls U - J qui devra être intégrée depuis 

a = o jusqu'à a=i. On a donc Z=r(«4-i); et en eflFet, la 
valeur que nous venons de trouver pour Zi s'accorde avec la for- 
mule (jt) du n* 67 y seconde partie. 

(J3). Cette formule résout très-bien le cas où a est un grand 
nombre^ puisqu'aUws elle donne une fl»ite fort convergente ( au 
moins dans les premiers termes ) ; mais elle ne résout qu'impar- 
Êdtement le cas .011 « est compris entre o et i ^ et elle donne un 
réaiâtat imaginaire lorsque a ^st iiégatîf -et plus petit que Tunité ^ 
quoiqu'alors la valeur de r(*-}- i) soit réelle. 

II 'est fiicile de remédier à l'inconvénient que présentent les donc 
derniers cas ; car l'intégration par parties donne 

et comme le terme hors du signe s'évanouit dans les deux limites 
de l'intégrale , on a simplement 

d'où il suit qu'étant proposée l'intégrale fxf^^dx^ on peut k trans- 
former en une autre ou l'exposant de x sera aussi grand qu'on 
voudra; et alors on déterminera ceUe^ci d'une manière fort ap«* 
prochée par la formule (a). 

Il est facile de voir pourquoi dans cet exemple le résultat de 
la formule est dlautant plus exact ^ que « est plus grand; c'est que 
le facteur jc* décroît d'autant plus rapidement dans le voisinage du 
maximum y que a est plus grand. Il n'y a plus de maximum lorsque tt 
est négatif; c'est pourquoi le résultat de la formule est entièrement 
fautif dans ce cas , quoique la vraie valeur de l'intégrale soit réelle^ 
tant que i + « est positif. 



(55). Soît proposé de trouver l'inlegraie Z =ya:*(i — a?) rfr,^ 
entre les limites a:=:o, a?= i^ les nombres a et € étant positift. 

Ayant fait ^== J^'^Ci — ^/, on trouve quej^ est un maximum 
lorsque a:s= t.g = '''• ^^^^ ^^^^ ^^ général 

a:* (i — o:)^ =/»*(i — m)*e- *•; 

Si on prend les logarithmes de part et d'autre , et qu'on fasse 
;r = m + w> on aura 



ou 



Soit, comme ci-dessus, aï=Af+B«*+C<'4-etc., on trouvera 
d'où résulte Tiatégrale cherchée 

Si les exposans a et ^ sont tous les deux de grands nombres^ 
cette suite sera fort convergente; mais si Tun des deux &;euletnent 
est un grand nombre , la suite ne sera que peu convergente ^ de 
sorte qu'il faudrait en calculer beaucoup de termes pour n'avoir 
qu'une médiocre approximation : or ces termes sont difficiles a 
càlctJer par la méthode que nous venons de suivre* 

(54)* Examinons particulièrement le cas où a et f sont tous deux 
de grands nombres ; alors la série se réduira sensiblement à son pre« 
mier terme , et on aura 
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Z' = 



Cette intégrale peut s'expritnet dans le même cas par la fonnnle 



Z>=:- 



r(*4-i).r(C + i) 



et alors elle a lieu pour toutes valeurs de et et €. Si ensuite on 
substitue les valeurs des fonctions F d'après la formule 

♦ (2) étant mis pour la fonction i -f- — + 388? ^ ®*^' > ^^ tro^re 
rintégrale cherchée 

Maïs en développant la quantité ^/^ , ^ > Ou, ce qui revient au 

même» *(*).*(^),*(— a— -^^ on a pour les trois premiers termeâ 
du développement 

, , ce* + ^ + g> , (^> + ^+c y 

Donc la valeur de Z' , développée jusqu'au troisième terme de la 
série, sera 

formule qui s^accoi*de ehlièrement avec la valeur trouvée pour Z/ 
laquelle n'a été calculée que jusqu'au second terme. 

On voit maintenant a priori pourquoi Ja valeur trouvée pour Z 
ne donne pas une suite convergente lorsque l'un seulement des 
exposans eteiC est un grand nombre ; c'est que la suite dont il s'agit 

étant égale au développement de la fonction ^^J^^n ( t.^ , ji 
est tien convergente par rapport à la fonction *(a + ^) , et à l'une 
des fonctions ^(«)^ ^(^)> ^^^ ^^ ^'^^^ P^^ P^ rapport a 



deux nombres a el C. 

(55). L'iiypûtlibe de l'art précédent t^rast tw^uiB ikm^ si on 
ùii de plus ttzssCy ou aura la valeur très-approchée 

La valeur exacte nest 



1+ t'A + A'-^att^"^' 
Ainsi il £siut qu'on ait , lorsque a est très-grand ^ 

i.a.5 <e ^_ ^i\^*^* /^Z.^ 

fl + i.* + fl.,.a«+i "*" Va/ *'^\«/ 

Voici comment on pourra vérifier cette foroiule. 

^ .^ I / \ 1 «a. 3. . ,7n 

3oil 4 v^j == ^^L, ^^o — ^^ . , f on aura 

4« là résolte 

4(0— ^-l» 

etc. 
Mais ï>ar l'expressif de ff^attist on a J=s f^ • I75 • |^ • — , etc. 
c'est-à-dire que m étant un très-grand ncuubre , on peut supposer 

il en résulte v/(^J^|^|^f^^^^ 
ce (joi s'accorde avec la formule précédente. 



m I 
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« et b seront tous deux de gtands noiiiMe$ ; mais si i un des deux 
seulement est un grand nombre', la série n'aura que le degré de 
co&Tergence cpe cospoorts le dcVeloppement de ^(a), a étant le 
pkis petit des deux expotans. An reste y comne la valeur de Z eaC 
donnée généralement par les fonctions F, les observations que nous 
venons de faire sont plutôt relatives à la méthode générale y qu'à 
l'exemple particulier dont on aura toujours la solution aussi appror 
cbée qu^on voudra par les* propriétés des fonctions r« 

(36). Nous remarquerons encore que àans l'exemple II se trouve 
comprise la déterminatioa générale des intégrales définies que nous 

^— » 
avons désignées ei-desaus par la formule (^J =yay*^*dlr(i— vr") ** . 

En effet^si ai>lieu de af on metor^ on aurar-J=^y2c'* (i— ^)'* dx} 
soit encore ^=*> et ^ = €; on mrdi (^^^=s:-fx^^^^ (i — j:)^~' dx. 
Mais pourvu que a ei€ soient positifs ^ on a entre les linûtes x^o, 

çt l'intégrale du second membre = , l^^^'}J^^tl\ < ; donc 
jx ci-x; ax _____ ___^, 

et par conséquent 

ce qui est la formule du n* 56 ^ seconde partie ; on a ainsf une dé-« 
monstration très-simple de la formule qui sert & exprimer les inr 

tégrales \j^J^^^ k moyen des fonctions T, 



[le 



imaginaires qui rendent nulle x~* e— ". 

(57). La quantité Jtr"» er-'y où Ton snppoee a positif , devient 
un minimum lorsque jc = -— â( ; mais ce minimum se change en 
inoximum, si au lieu de donner à x des valeurs réelles^ on suppose 

et qu^on donne à % des valeurs quelconques y depuis •— €0 jusqu'à 
4- 00. Cette supposition est admissible analytiquement, et les con- 
séquences qu'on en déduit méritent d'être remarquées. 

D'après cette valeur de ^ , l'ordonnée or— •e-* sera nulle aux deux 
limites de l'intégrale , savoir, lorsque z = — ■ 00 et lorsque 2=+ 00. 
On pourra donc appliquier à ^intégrale Z la méthode donnée dans 
le chapitre précédent. 

Avant tout , j'observe que a, peut être supposé plus grand que 
l'imité , et même aussi grand qu'on voudra ; car on a ^ ( ar^ e"^) 
= — /?ia:""*"" 'e~'4>^— • a:"'"e"*^; et par conséquent a:"t: " e"" • 
3=— /w/a:"""""*e""*<ir— yi^^e-*^; or m étant positif, la quan- 
tité x'z'^'e'^.Z s'évanouit aux deux limites de l'intégrale ; on a donc 

d'pu Ton voit que si et était plus petit que l'unité, on pourrait trans«- 
former la formule proposée en une autre ^ oh et serait plus grand 
d'une unité , et ainsi de suite. La formule proposée peut donc être 
préparée d^ manière que a soit a^sez grand pour que les suites qui 
résultent de l'intégration soient convergentes. 

(38). Cela posé , si on remarque que le calcul nécessaire pour 
avoir la valeur de l'intégrale fx-^^e^^dx dans le cas des limites 
imaginaires , est absolument le même que celui que nous avons 
fiût pour avoir l'intégraley^r^'e— '^ dans le cas des limites réelles , 
on verra qu'il suffit de changer le signe de a dans l'intégrale déjà 
trouvée , afin d'avoir celle que nous cherchons. Ainsi puisque iio\i^ 
avpns trouvé 
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Multipliant ces deux équations l'une par l'autre^ et observant que 
par la propriété de la fonction <^^ on a 0(ât) x ^(— *oc)=: i^ il 
viendra 

équation par laquelle on déduira généralement rintégrale/jc^^e^^dor,' 
dont les limites sont imaginaires , de l'intégrale yir*e—*xir, dont les 
limites sont réelles* 

Cette dernière intégrale est représentée parr(a + i), et on a 
r(a+ i) = <*r(a); donc si on désigne par r'(flt) Tintégralç 
fx^* er-^ dx dont les limites sont imaginaires^ on aura 



T'W 



— r(«t) 



(0 



(59). Dans' le cas particulier où et est un nombre entier^ on a 
r(a)=sïi.2.5....(a — i);on aura donc dans ce mém« cas , 

ice qui donne successivement r'(i)= — a^ry/ — i , r'(2)=a'7rv/-^ï,^ 

Si on fait ât = 7 ( car la formule trouvée étant indépendante des 
«uites^ n'est plus assujétie aux conditions qui concernent la conver-^ 
gence de ces suites > et elle suppose seulement cl positif)^ on aura 

r' ( 3 ) = =^ = 2 j/'Tr ; d'où Ton voit que T' ( i ) est réel et double 

der(0. 

Il est remarquable que F'd) et T{{) représentent toutes deux 

l'intégrale yic""* e^^ dx ; mais la première est prise entre les limites 

imaginaires qui rendant nulle sf^é^ ^, et la seconde est pri«e entre 

45 



On distinguerait de même r'(f ) qui reprësente/jc ^e dx , prise 
entre des limites imaginaires^ de F ( f ) qui représente Tintégrale 

fx ^e dx prise entre des limites réelles. Pour les comparer entre 
elles ^ on appliquera la formule générale qui donne 



fly y/ — 1 



■I. 



ensuite • comme on a T ({) V (f ) = -r-^ , il en résulte 

I^ = asinJ.(-i)V~i=^V/— i«ûi^~»^ 

ce qui donne trois râleurs pour le rapport cherché de r'(j) à r(|}. 

Ces trois valeurs répondent à celles que peut prendre o? dans la 

formule fx^^e~^ dx^ lesquelles sont x^ ^ ^^(— r + t V — 5), 

x^ ( — ï — î ï/— ' 5 ) ; M on se borne à la première , on aura 
simplement 

F'(î)=-i/(-5).r(|). 

(4o). Reprenons maintenant la formule Z :=ifx^^e^^ dx; puis- 
que nous avons £^it x = «-« et -f* z t/— * i ^ et que l'intégrale doit 
être prise entre les limites 2 = *— oo^zss + oo^il s'ensuit que si 

on fait pour abréger C^ îj = M , on aura 

cette intégrale étant prise depuis z=s o Jusqu'à z = oo. 
Soit j^ =3= I» tang ^ > on aura la transfoitnée 

Z s=: aMflt /— I ./*p co8*^> cos (a tang ^— «f ) , 

nouvelle intégrale qu'il faudra prendre depuis ^ =0 jusqu'à ^ — '-^-ir; 
Dans les applications , an pourra supposer a > 3 ; ainsi llntëgralie 
fdx cos*^'^ cos (cttang^ — af) ne présentera que des difficiiltes or- 
dinaires , lorsqu'on voudra l'évaluer par la méthode des quadrat\ir€9^ 
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ixeciproquement^ comme la valeur ae i intégrale i ' {^ct) est comme 



cl représentée par Texpression 






-^ si on fait 



on aura. 



fd^ cos* *(p cos(<xtaDg ^ — ap) = Q(a) , 

ce qui donne l'intégrale 

(40* Cette formule étant indépendante des suites , doit avoir lieu 
quel que soit a , pourvu qu'il soit positif; on connaîtra donc Q(a) 
dans tous les cas où T(a^ i) est connu; ces cas sont ceux où 2a est ' 
an nombre entier. 

Ainsi en faisant successivettient asstj ^,5, 4$ ^^^* > <'^ ^^^ 



w 



Q(0=!. 



Qw=.--e)=?- 



De même , en fiusant « = t^ I > I > 6t<^*> ^i^ ^^^a 

En général , si dans la valeur de Q(ol) on substitue la valeur coimuei 
de r ( «+ 1) développée eià série,, on aura 






(5) 



Mais cette formule suppose « > 1 , et elle donnera un résulut 
4'autftnt plus exact que a sera plus grand. Lors donc qu on pourra 



On distinguerait de même T\\J qui représenley2r '^e dx , prise 
entre des limites imaginaires^ de T ( f ) qui représente Tintégrale 

fx~^e^^dx prise entre des limites réelles. Pour les comparer entre 
elles ^ on appliquera la formule générale qui donne 

ensuite^ comme on a T Q) V (|) = -r-^ , il en résulte 
I|^ = :,sinJ.(-i)V~i=V-i"ni^cosî^ 

ce qui donne trois râleurs pour le rapport cherché de r'(j)àr(|}. 

Ces trois valeurs répondent à celles que peut prendre o^ dans la 

formule fx^^e~^ dxy lesquelles sont x^ ^ ^^(— ï + t V — 3), 

0^ ( — \ — j v^— 3 ) ; û on se borne à la première , on aura 
simplement 

(4o). Reprenons maintenant la formule Z =yj:""*^~^d!r ; puis- 
que nous avons f^it x = — et •+■ z v^"^ i , et que Tintégrale doit 
être prise entre les limites z=:*-<-oo,2= + oo^il s'ensuit que si 

on fait pour abréger T— ÎJ s= M ^ on aura 

cette intégrale étant prise depuis is =: o jusqu'à z = oo. 
Soit z =7= fi( tang ^ ^ on aura la transfoitnée 

Z = aMflt / — I .fd^ co8*^> cos (a tang ^— ctf ) , 

nouvelle intégrale qu'il faudra prendre depuis ^ =0 jusqu'à ^rxj-ir; 
Dans les applications , on pourra supposer a > 3 ; ainsi llntégrale 
fdx cos*^'^ cos (a tang^ — af ) ne présentera que des difficultés or- 
dinaires , lorsqu'on voudra l'évaluer par la méthode des quadratures. 
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Keciproquement^ comme la valeur de 1 intégrale F' (a) est connue 

et représentée par l'expression ^^ T! \ > si on fait 

yZ/(p cos*"*ç cos ( <x tang ^ — «?>) = Q («t) , 

;ifciil--=«/_..(-?)-*Q(.). 

ce qui donne Tintégrale 

Q«=rî7q:T>-(î)' « 

(40- Cette formule étant indépendante des suites , doit avoir lieu 
quel que soit a , pourvu qu'il soit positif; on connaîtra donc Q(«) 
dans tous les cas où r(«-f" i) est connu; ces cas sont ceux où ntt est ' 
un nombre entier. 

Ainsi en faisant successivettient tf =s r, ^^ Zy 4'^ etc. ^ on aura 
Q(0 = f. QW=^©=f, 

De même ^ en fiusant « =: x> I > I > ^^^-^ on aura 

^n général , si dans la valeur de Q(ât) on substitue la valeur connuei 
de r ( «+ xX développée eià série.^ on aura 

Mais cette formule suppose « > i » et elle doninera un résultat 
4'aulant plus exact que a sera plus grand. Lors donc qu'on pourra 



fd<p cos*~> cos (a tang <p — atp) = y/(£) î 

théorème qu'il serait peut-être fort difficile de démontrer par une 
autre Toie. 

Les the'orèmes particuliers concernant Q(Oj QC^), etc. peuvent 
être présentés sous une autre forme. Soit tang ^ = z, et supposons 
que les intégrales suivantes soient prises depuis z=o jusqu'à «= oo , 
on aura 

^^^J—J i + 'zz e ^.K 

^ ^ \ rdz [ [(i — z*) cos flg + flz sin aa] ^^_ 0^ ^^^ 

etc. 

Comme ces résultats sont déduits d'une analyse fort épineuse, on 
doit être curieux de les vérifier ^ au moins dans un cas particulier. 

Soit , par exemple, û(=: a , la formule donne Q(2)= — =o,85o357; 

il faut donc voir si cette valeur est celle de l'intégrale/îi^ cos(:i tang^ 
— 2^ ) , prise depuis ^ = o jusqu'à ç z=:^^. 

Si Ton fait 7- = cos (2 tang (p — 2^) , l'intégrale jyd(p sera facile 
à trouver par approximation^ depuis ^ =:o jusqu'au premier point 
oîi l'on a ^ = o. Ce premier point a lieu lorsque tang (p — 9 =~ ir, 
et alors on trouve ^ = 61** 46' 4<>"* Les points sui vans 011^=0, 
sont ceux où tang ^ — ç a les valeurs successives f'Tt, ^^tc^^tc^ etc. , 
et le nombre en est visiblement infini. On voit donc que depuis 
^=61 •46' 40" jusqu'à 9 = 90', l'aire de la courbe est composée 
d'une infinité de parties alternativement positives et négatives. Ces 
parties sont difficiles à calculer avec un certain degré de précision ; 
mais elles échappent bientôt par leur petitesse , et on trouve qu'en 
efiet le résultat total s'approche beaucoup du nombre donné par 
la formule précédente. 

Au reste on verra dans le chapitre précédent, qu'on peut par 
une intégration directe, vérifier les valeurs de Q(i) , Q(2) , etc. ce 
qui achèvera de dissiper tous les doutes sur l'exactitude des formules 
précédentes. Nous aurons en même temps occasion de considérer 
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De Vintégràle Z =j \^^^ 9 ^' autres semblables ^ prises 
depuis X = o jusquà x :^ ôo. 

(42). Supposons qa'on prenne Tlntégrâle depuis or =± o jusqu'à 
jc=-^ — , A: étant un nombre entier, dn aura en differenliant par 
rapport à <i, et ayant égard à la variabilité de la seconde limite j 

dâ J 14- XX a' + 4A»^* 

DifTérentiant une seconde fois par rapport à a , cfn aura 

*x*dx Gosax , 



ddZ 
da' 



d'où résulte 



Z P x^dxG 



XX 






^ - ^ =/^ '^Q" ^ -" (a'+ 4Av'y ^ 



Mais on Si fdx cas axz=^- sin axj et cette intégrale s'évanouit à la 
limite supposée; donc on a simplement 

Z 



ddZ tfiair 



Supposons maintenant que k soit Un nombre très-grand pat rapport 
ka, ensorte qu'on puisse négliger les quantités de l'ordre r ; à plus 

forte raison pourra-t-^n négliger celles de l'ordre ^ ; ainsi l'équa-» 
tion précédente se réduit à celle-ci 

ddZ 



Z — 



da^ 



et il en résulte Z s= Ae' + Btf~% A et B étant deux constantes^ 
arbitraires. 

Dans le cas de a =: ^ l'intégrale Z = f ^ - = arc tang x , et 



donc A + B =^ 'TT. 

Je suppose maintenant qu'on donne k n des valeurs de plus en 
plus grandes; puisque eos ax est toujot^rs plus petit que iHinilé, 

on aura toujours Zi < / — r — ou Z<j -tt. Mais si A n'était pas zéro^ 

la valeur Ae*+ Be""% lorsque a est devenu un nombre très-grand, 
ae réduirait à Ae'^ quantité infiniment plus, grande qiiie- i'Tr; donc 
on a généralement A == o, j donc Ç ^=;» | ^ , c^t çafia Tintégrale 
cherchée 

* djff cosox 



Si dans cette formule on met ^ au lieu de x « et om au lieu de a. 
on aura plus généraleiatient' 

et cette formule étant difierentiée par rapport. à a; en donne une 
seconde non n^ins r^niarquable , savoir,^ 

(45), Si on* difierentie par rapport à m la formule (i) , et qu'oa 
irépète les différentiation&, on aura successivement 

/dx C08 ax ^^^ ^tf~*» / a ^^ i \ 
(/i^'+x*)* ""^ "â^ W ^ in? J 

/ dqpco$ax, j^ w£^/^ ^, Sft»- ^^ iSa-, i5\ 

etc, 

La loi de ces expressions est facile à trouver , et si Ton fini en. 
général , 

le coefBit^ient A^ aura pour valeur 
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fi.4.6 



ro" 



etc. 



De même si on differentîe successivement par rapport à m Tequa*^ 
tion (2)^ on en déduira cette suite de formules 



tt en général^ 



/ xAc sin flj 1 ZfZHf— -J- ^ -I- ^^^ 
(in* +l?)i — j .a.S • "l?r" V;? **" "^ ^ mV 
etc.^ 



(Ifl^ + Oï*)*" 



A*-' 



x.a.3 A— 1 • 2* 



^^ — «I 



-r ^ 



(4) 



A ' étant détenmné suivant la même loi que A^« 

(44)- Si dans Téquation (i) o<i lait m = n(cosô+ j/— i sin Ô}- 
on en déduira les deux formules suivantes : 



-— — — i ; ■■ . sa — : — . a^tfii«ot« 6m(ft — a;» sm fl) 

07* + an^oï* C08 a^ + n^ an un aô ^ ^ 






dx cos ojr 



(5) 



'x* COS ad 4- «^ an^ain ad 



La même substitution étant faite dans la formule (2)^ il en résuP* 
tera ces deux autres formules : 



h 



x'^dx sin ax 



x^ + a/i*a:* cos aô + n* 
xdx sin ox 



a sin ad 



•«>«ôsîn(aô — ansinfl) 



(6) 



x^+an-x'cosaa + 114 == al^ïhî^ ^''''"' ^«^ (^'^ «^^ ^)- 

On trouverait semblableraent y au moyen des formules (3) et (4) y les 
valeurs générales des intégrales 

/ * dxco^QX 
(x* + n* cas ad + 71^ sin afl^. v/— 1 )* ^ * 

/[ ^ xdx sin ox ^'^ 

(or* 4- 'i^ cos a9 +n» sin a8 . 4/— 1 )** 



le 



grana que aans M çi i^ , et quea outre r na aucun tacteur de 
la forme a:* — m*y c'est-à-dire qu'il n'y a aucune Valeur réelle de a: 
qui rende P égal à zéro ; alors il est visible qu'on pourra généra- 
lement trouver, au moyen des foi:mules précédentes , l'intégrale - 

prise depuis jr = Q jusqu'à a? =00. L'opération à faire pour cela, 
est entièrement semblable à celle qupn pratique pour Vîi^tégratioa 
des fraction^ rationnelles. 

Il est facile maintenant d'appliquer ces formules aux intégrales 
désignées (art 4t ) P^^r QC^) ^ QW^ elc,,, et on trouvera que les 
résultats s'accordent parfaitement avec ceux que nous avons déduits 
d'une méthode fort différente et beaucoup ^loins directe. En 
général on pourra vérifier la valeur de Q ( a ) , a étant un nombre 
entier quelconque ; car en faisant tang ^ = ^ , cette intégrale 
pourra toujours se réduire à une somme de termes de la forme 

/Adx cos CUV + B:j:dx s\n ajc ^ . . • 3 1 r 1 /o\ 

— '—^ — p-^ — vÂ , et sera ainsi comprise daus la formule (o). 

(46). Si on multiplie par da les deux membres de l'équation 
1 — ^£2iîîf 5= 1 ^tf-«, et qu'on prenne ensuite l'intégrale par rapport 
à a, depuis a = q , on aura 



/ 



dx nn ax 1 _ r ^ \ 

xdx sin ax 



' m. • f • \ tj f • /^ xdx sin Qx • 

Ajoutant celte équation a 1 équation / — -j- = j ^e""% on aura 

^ X "1* XX 

jce résultat remarquable 



/ 



jD parait d'abord étonnant que cette intégrale soit indépendante de a ; 
mais ^ on met - à la place de .r , ce qui ne change pas les limites 

o et 00 entre lesquelles l'intégrale doit être comprise ; on troix^v^e 

/dx P dx 

— sin/ix= / -^ sin jc; d'oii il suit qu'en effçt l'intégrale doit 

être in4épj^a4Antç de a. 
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/^ — sin oa: cos bx=:^ j — sin (a+b) ar+j| — sin (a — i)a: 

— sîn ax cos Ax 

Quant à Tintégrale f — cos ax ^û est visible qu'elle est infinie. 

(47). La formule (i) et les principales conséquences qui en ré- 
sultent^ sont dues à Laplace qui les a publiées dans le Bulletin de 
la Société philomatique (avril 181 1 ). La démonstration qu'en donne 
cet illustre auteur est différente de celle que nous avons rapportée; 
et comme elle est fondée sur un principe qui peut avoir d'siutres 
applications , nous croyons qu'on sera bien aise de la trouver ici. 

Considérons la double intégrale 

Z =/yé//e-r* (»+*•) dx cos ax, 

et supposons qu'elle doive être prise depuis 0:3=0 jusqu'à or 9=00; 
et depuis^ =2 o jusqu'à^ sa op. Si on intègre d'abord par rapport 
kjTy on aura 

rj r dx co» ax 

"^ J l +XX ' 

c'est l'intégrale qu'il s'agit de trouver. 

Si on revient ensuite à la double intégrale y et qu'on veuille exéca« 

ter l'intégration par rapport k x yH faudra chercher la valeur de 

Je^^*y* dx cos ax. Or par une formule qui sera démontrée dans l'ar* 

ticle suivant, on a /îr*^' dx cos at = 7 ^/^.e ^ ; donc en metlant 
^ au lieu de a^ et xy au lieu de or , on aura 



a* 



fer-'^r dxcosaxz=z^ e 4r* . 



U reste donc à intégrer la formule 



Z = i/^fdye ^ ^r\ 
31ais on démontrera ci-après (art. 5o) qu'entre les limiter s cco eC 

46 



tf = - , et^*= — , on trouve Z= | ^e-^ ; donc enfin 

/dxco9 ax ir ^ 

c'est la formule principale d'où les autres sont faciles à déduire: 

De Vintêgrale Z =/e""''dx: cos ax, ppùt depuis x « 9 

jusqu'à X = 00. 

(48). Si OB différentie cette formule par rapport k a^ on aura 
5^ = — y^— ** ûedx sin axs=s 7 r-** «îa ax — - /i""** isiflp ces iwr. 

La partie hors du signe s'évanouit aux deux limites de iliÉtégrale; 

ainsi on a ^ = — - Z , et en intégrant Z == Ae 4 . 

Pour déterminer la constante A, soit â=o^ alors Z=:yê— **<fx 
s= ^ y^ir; donc Z ou 

fer^** dxcosax=z^e 4. (1} 

Laplace , qui a donné cette formule dans les Mémoires de l'Institut; 
ann. 1809 , pag. 367 y la démontre de la manière suivante. 

Si l'on substitue au lieu de cos ax sa valeur développée en série ^ 
on aura 

Or en général /*»» er"' dxssiT (^~-^) î donc on a 

OU 

(49). Si on prend les différentielles successives de l'équation (i^ 
par rapport à «^ on en déduira cette suite d'intégrales ^ 






\ 
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/ ^— 5 

f€r'''jc^dxsiaaxs^^e ♦ fi5a — ^a^+j) 

etc. 

cToii Ton voit qu'on peut trouver en génëral Tintégrale 

y(Mcos ajc-f-Njc»max)e-** dx , 

M et N étant des fonctions rationnelles et entières de x*. 

Si on proposait de trouver entre les mêmes limites Tintégrale 

T =;yfe*^** dx sin ^zjc^ on aurait d'al)ord -^ =yê— *• xdx cos ax 

= j — j e^*' cos oôc— î a/e-'*dx sin njc. Faisant or = 00 dans la 

là partie bofs du signe , il viendrait -^ = ^ — ^ aT , d'où 

7=^0 ^y«r^d^ Cette intégrale prise depuis ii£s:Oy est plu« 
simple que la proposée ; mais on ne peut en trouver Texpresstaa 
que par cette suite coovergente 

laquelle ne par^dt pas susceptible d'être réduite aux transcendantes 
•connues. 

T étant supposé comm^ on en déduira par des di£férentiation8 
successives , 

Je- *^ dx sin ôx = T 
fer-'* xdx cos ax =5 



M 3 A 






etc. 



chëes de ces diverses intégrales. 

Au reste^ par la combinaison de ces formules^ on pourrait trouver 
quelques résultats as^ez remarquables , tels que les deux suiyans : 

fe-*^ dx{\ a sin ax-^x cos aa:) = | 
fer^* dx{i — T «* — ^^*) 8iu or = — X ^. 

DeVintégraleZ Ql) =fx. ^ dxe^'^^'^^jpm^ depuisx^o 

jusqiûà X = 00. 

(5o). Considérons d'abord Tintégrale 

Z (o) =/r »^.« V îw« y , 

et divisons-la en deux parties. Tune depuis ar=:o jusqu'il ^=t^ 
l'autre depuis a:=i jusqu'à or =00. Pour avoir la première partie, 

soit x=:-^ on aura la transformée/^— z*&e ^ *"* ^'^ qu'il faudra 

intégrer depuis z ==od jusqu'à z = i ; si on change son signe, il 
&udra l'intégrer depuis z =: i jusqu'à z = 00 ; ainsi en réunissant 
les deux parties, on voit que tout se réduit à trouver l'intégrale 

entre les limites x '=z\ et jr = 00. 

_£ 

Soit I -f- or* = axz, on aura a: — i = a:* |/( m — a) , et par 
conséquent 

Donc l'intégrale dont il s'agit aura pour transformée 

celle*ci devant être prise depuis z == i jusqu'à % = oo. 
Soit z=i +7*% et on aura une nouvelle transformée 
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saui ^ duivaui uuu c uoagc y ff " ^^^^ u ^ vu aura 



1 1 



et comme cette intégrale doit être prise depuis u =so jusqu'à uz=:t^ 
on aura enfin 

Z(o)=:e ^ï/(a/i^). (i) 

(5i)* Considérons en second lieu la formule 

si on la divise en deux parties , comme dans Tarticle précédent ; 
on aura 

qu'il faudra intégrer depuis xz= i jusqu'à ;r=06. Or en faisant 
1 + or* s= 2XZ , puis z = I +J^% on aura successiyement 

^i = ( a. - v/(i±i) + (.«+.) v/(t=^) 

,-î = (^-0v'('-±^)-(-+0v/(^) 

jc* — or • = (az + I ) v/( 2z ■— il) = C^/^+S;") V^a 

Donc la transformée en j^ sera 

Z(i) = a*e "/(i4-ar*)e » ^. 

Soit encore e '"z^ii^ et on aura la nouvelle transformée - 

Z (,) = (a«)*r » /i« [(/ i)" ' 4- :i« (/ i)^] -, 
d'où résulte en intégrant y 

z(i) = M^e-"[r(04-^/^r(|)]. 

Substituant le» valeurs connues r(î) î= i/^ar, r(f ) = ^ yZ-Tf , on 



(Sa). On pourrait calcnler de la môme manière les valeurs de 
Z(2), Z(5), etc. Mais la loi de progression de ces quantités 
est facile à trouver; en effet , st on différenûe la ^uauriité...* 

T = o; ^ e ^ ^* ^'^ on aura 

Intégrant et observant que T s'évanouit aux deux limites de Tiur 
tégrale , on trouve 

d OÙ résulte 

Z(A+0 = (^*+0''2i(A) + Z(* — 0- (3) 

Aiofit on aura succes^vement 

Z (a) = 5«Z (0 + Z (o) = Z(o) ( I 4- $71 +5#) 

Z(5) = 5»Z(2) + Z(i) = Z(o)(i+6/i + i5«*+x5/ï0 
etc. 

L'expression générale de ees quantités est 

+ MTë " + **'^' J' 

ce qu'on peut aisément vérifier par la substitution dans l'équation 
(5). La série que nous rencontrons ici suit donc la même loi que 
celle qui a été représentée ci-dessus par A* (art. 45). 

Cette formule a également Ken lorsque k est négaftîf , et elle 
donne immédiatement Z (— ^ — i ) =±: Z (A) ; c'est aussi ce qui 
résulte de la considération directe d^s intégrales. En effet on a 
généralement 

cette intégrale étant prise depuis x^sst jusqu'à jr xsot. 
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doncZ(-.A:— i)=Z(A). 

(55). Euler, dans le tome IV des Supplémens au Calcul intégral; 
pag. ^iSy £iit mention des intégrales 

Az=: — fx ^dxe va«xy B=— /x * ^o: e V a«x y 
an*' ' an*' ^^ 

cpii lui semblent ne pouvoir être ramenées aux méthodes connues; 
Cette difficulté est résolue par les formules précédeates qui doanentt 

A 

d'oiig^=r:i-4./i. Le même auteur ajoute que si on ne peut pas 

trouver séparément les valeurs de ces deux intégrales^ on connaît 
au moins leur rapport ^ savoir ^ 

9 

A 1 +V» 
g. = ^. 

Slais il y a évidemment erreur dans les calculs qui ont conduit 
à ce résultat^ puisqu'il donnerait une valeur négative de -^^ tandis 
que A et B sont positifs. 

Des intégrales yk^^'e^^^dx cosnx , yx'""'e"""'*dx sinnx, 
prises entre les limites x = o , x = oo. 

(54). Nous supposerons que a eXm sont positifs ^ condition né- 
cessaire pour que les intégrales dont il s'agit soient des quantités 
finies. Pour en trouver les valeurs , considérons d'abord la formule 



le 



dzl U ) 
7^ f \ g/ 

laquelle devra être intégrée depuis j^ = o jus<|u'à z ;s !• Soit dont 

— = tango et v/(/7i* + /ï*)=:r, on aura 

rj co« ai + t/ — I sin a9 . ^ v 
^=^^ p; r(a> 

U suffit maintenant de substituer dans les formules proposées les 
valeurs de cos nx et sin nx en exponentielles imaginaires^ et oa 
en conclura immédiatement 

fx^'e-'^dx co^nx :;= 2^ r(a) 
fo^-^e-^dx sin nx = -î~ r(/ï) 

Au moyen de ces formules ^ on trouvera les valeurs des intégrales 
fx'"^^é^'^dx^\vtnxyfx''^^e^'^'dx cos^/ix, et en général celle de 
l'intégrale /Tx*'""'ê""'"'dlr, T étant u^e fo^ction de sinus et co- 
sinus qui peut se développer en une suite fîniie de sinus et cosiaus 
linéaires de la forme A sin («: + ^ H- etc. 

Si le nombre a est entier, les intégrales (i) pourront se trouver 
par les procédés ordinaires de l'intégration , et on aura d'ailleurs 
r(a) = i.*^.3. . •«. — J , ce qui permettra de vérifier ces formules. 

(55). Si Ton £ait i7i = o ou 6;=7'7r, les fprpiules (i^ se rédui-^ 
iront aux deux suivantes : 

/x«-'i£r cos iwc ;=? ^ÎLlfî r(a) 

? (^) I 

/or^-'Jx sin /« = îîï^ r(a) 

lA en particulier lorsque a = i , on aura 
^dx$innx t/ ( — \ 

J "^ "^ y van/ 

j5^ dans lies formules (i) on suppose a infiniment petit, ce qui 

doune 
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/dx 
— cmx cos HCC = 00 ; 
X ^ 

f — e— "»* siu nx = =:arc tang — . 



C4) 



Si dans cette dernière on fait 171=09 ^^ retrouve la formule 
du n** 46- 

Les intégrales dont nous venons de nous occuper se trouvent 
dans le quatrième volume du Calcul intégral d'EuIer, pag. 557 et 
saiv. Elles ont été traitées aussi par Laplace y dans le tome YIII 
du Journal de l'École Polytechnique ^ pag. ^44 ^t suiv. 

(56). Si on dififérentie par rapport à a les formules (i)^ on en 
déduira 

La nouvelle transcendante —t^ qui entre dans ces formules, peut 

se trouver d'une manière approchée par les tables ; on a aussi sa 
valeur en séries convergentes par les formules du n* 76, II* partie. 

Si de ces deux dernières équations on élimine -^^ , on en tire 

ce résultat remarquable : 

p^-ié'^'dx sin (aô — »^) log - = ^ T (a) , (6) 

et en particulier lorsque a = i , 

fer-^dx sin (fl — /w-) log j = -; (7) 

formule où Ton a tangO = ^ et rs= /(/ii'+»0- 



47 



lie 



depuis X = o jusqv^à x = i. 

(57). L'intégrale /| — prise entre ces limites , est infinie ; Ka- 

tégrale / f—^ se réduit à la même forme /j-^ , en faisant ar^'sza} 

elle est donc aussi infinie ; ntais la dilSërence de ees infinis est une 
quantité finie qu'il s'agit de déterminer. 

Pour cela, soit P = l- — ^ — ; si on differentie cette équation 

par rapport à n^ on aura 

donc rfP =±= ■ ^ - , et par conséquent P=:log (n + i)^ «ans cons- 
tante y parce que P doit s'évanouir lorsque nzs=.o. On a d<Mic enire 
les limites données , 

De la il est facile de trouver^ entre les mêmes limites ^ Fintégrale 
l ~!j . Soit pour cet eflFet x***" =i«^ et - ^ = * , on aura 

dcmc 

y Zï *^g V m+i > (^) 

On pourrait parvenir immédiatement à ce résultat en obseryant 

que (a:" — i) a?" = o*^" — i — (x"— i) ; ce qui donne 

En général y si on k un polynôme 

X = Ax"+ Bot— «-f-Cx»— + etc. ; 

qui se réduise à zéro lorsque a: = i , on pourra le mettre sous la 
forme 

X = A(x-— i) + B(jc»-'— i)+C(a:"-»— O + clc.; 
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tante de manière que l'intégrale soit nulle lorsque n =o, on «an 

R = i (3«-f.m4-0* log (5«+ni+i) — K2«+'H-0* H (an+w+O 

^_i(;^4.TO^-l)Mog (n4-OT+ 0— i (/«-hO'log C'H-O» 
quantité qu'on peut mettre sous la forme j A' [(n»+i)*log (»»+i)]î 
on aura donc 

f(f=^)' afdx = i A' [(/»4-0* log (/n+Ol- (5) 

(60). Ces formules peuvent être présentées de la manière la plu 
simple et la plus générale , comme il suit : ' 

r(plZl\ af-r'dx = A*(/nlogm) 

J(cî^)''^'^ = Ô ^* ("»' ^«s *" > 

etc. 
les différences indiquées par A étant prises en supposant Lm = n^ 

Euler a considéré ces intégrales dans quelques cas seulement; 
Toyes le tome IV de son Calcul intégral^ pag. 271 et suiv. 

Des intégrales f -^-^—^ ^//A"d(p cos X(p , prises depuis ^ = 

Jusqu'à 9=i'7Cy en supposant les nombres ><etn entiers , 
et A=:i-|-a* — aaco^^. 

(6i). D'après la théorie des suites récurrentes^ il est ûicile de 
voir qu'on a l'équation 

1— Mc^'osy+a' ^ I +« cos(p + «•cos a(p + a»cos 5^+etc. 

Multipliant chaque membre par 2 et retranchant de part et d'aatre 
l'unité^ il viendra 

i-^M^oif-^a^ ^ I 4-aa cos(p + aa*cosa(p-|-aa«cos3^+etc. 



\ 
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Appelons en général P" l'inlégraley ^ ^^^ ^^ , prise entre les limites 

^ -- Q ^ ^ :=:: ^ . il faudra pour avoir la valeur de P* , intégrer le 
second membre de Térpiation précédente. Or il est visible que pour 
cet objet, on pourra réduire la suite i+2acos(p+2a''cos a<p+etc.j 
au seul terme aa'^cos X(p ; car A: étant différent de Xj on a... 
/ipcosX(p cos A(p = i/^<p cos(X—- A) (p+jfd(pcos{\ + k) (p = 
^^(^^-^}^ 8in(A+^)y intégrale qui s'évanouit dans les limites 

données, puisque X et A sont des nombres entiers différens l'un de 
l'autre. Nous anrons donc simplement 

p, ^J-d^J^^^^^ cos A<p = -^Jd^P (I + cos aX^). 

Mais rintégrale fd(p ( i + cos 3A(p), prise entre les limites <p=o ; 
ç 5= ';f , se réduit a "iC j donc enfin 

Nous avons supposé tacitement que a était plus petit que l'unité ; 
s'il était plus grand , on ferait /i = - , et alors À deviendrait 

-^ (i 4- «• — 2ct cos <p ) , de sorte que l'intégrale j ^^^^ se ramè- 
nerait toujours à une intégrale semblable où l'on aurait a<^i. 

(62). Connaissant ainsi la valeur de P', on peut en déduire par des 
différentiations successives , les valeurs de P% P^, etc. En effet si on 

différentie par rapport à a l'équation P"= / ^ ^^l y on en tire 



ou 



donc 



dP^ r ndp cos xp / i — a* — A \ 

da '^J A"+» \ a )^ 

da a^ ^ a ' 



(2) 



P-+'— -L. /^p-a.!î ^\— ^(«"P") 

Au moyen de cette équation et de la valeur connue de P', on trou- 
Tera successivement 



île 



i.a (i-a')*"-" ■ '^ 



\" I —y\'- —y I ^ \" — yv -yj 



4-3a^(A+3)(x--3)(A^-a)— û«(A— 3Xa— a)(A— 0} 
/ 4 6fi4(A+3)(A+4)(A'-0(*-3)— 4«'(A+4)(^4X^-5Xx-a) 

4^«(X-4)(Ar-S)(A-3)(A-l)} 

etc. 
La loi de ces expressions est facile a saisir ^ et en général si on fait 

^ — (i ^a»»)*»-» • 1 . a , 3..,.../i--i ^ 

le coefficient A* aura pour yateuc 

^^ 1 A+l ' 1.9 A-4-l.A+a 

. Tir^i , n^— a , «—3 « 7f— A— i . 71^— A— û , n— A-^3 . 

«•• — T-I-: — rrr — r-rs Hctc 



^^ i.a.3 • A+i . A+a . A+3 

Pour s*assurer de l'exactitude de cette formule ^ il sufBt de sub$tî« 
tuer la valeur générale de P" dans le second membre de l'équation 
(a), on trouvera, après les réductions, une valeur de P*"*^* qui ne 
sera autre chose que ce que devient P' en mettant /i+ ^ à la place 
de n. Tout autre mode de vérification serait moins facile que celai 
que nous indiquons. 

Le cas le plus simple est celui où n s=: A «^ i ; alors A' se réduit 
il son premier terme i , et on a 

pX-+.I_^ rdpCOS}^ Wt^ A+l.A-fa.Art-3. ..flA ^ . 

Un autre cas qui mérite d'être remarqué , est celui de A =c= o ; 
alors on a 

/è=ô^r=-.D+(=?)"''+(^=rFP 

+ (''"';r.-'^ '-- •*-'■'•]' w 

formule dont les coefficiens sont Us qnarrés des coefficien» da 
bînome élevé à la puissance n — x. On aurait, pmr exensple^. 
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(65). Venons maintenant à l'intégrale /A"if(p ces A(p que nous dé- 
signerons par Q". Sans passer par les cas particuliers ^ on peut 
déterminer tout d'un coup la valeur générale de Q". En effet, si 
on décompose le polynôme i •-« sa cos (p «4** a^ en ses deux facteurs 
imaginaines^ on aura 

A = ( 1 — oe*^-') (i — flre-^%^-«). 
Si ensuite on suppose 

+K,^,ef''^'^^^-'H-etc; 
on aura semblablement 

H-K,^,e-^^-^^^^-'+etc; 

Multipliant ces deux équations lune par l'autre y afin d avoir la 
valeur de A% et observant qu'il suffit de conserver dans le second 
membre les termes affectés de e^^\^— ' et de e-^v^— » , on aura le 
produit cherché 

.A-= (K,+K,,.K.H- K,^K.+ K,,3K3+ etc.) (e^^^-'^e"^ >/"'). 
Mais le facteur e^^v^— '4-e— '^4>v'— t se réduit k a ces A(p , et on a entre 
les limites données /d(p . 2 c05*'A(p srs'Tf ; donc la valeur générale 
de Q" est 

Q"=* [K, +K,^. K. + K^+,K.+K,^K,+ etc.]. 
Or on a par la formule du binôme^ 

^^ = 1,2,5 A (~^) 



^ A+1 ^ ^ 



Kxr n— A.ï*— 'A— 1 .n— A"— a/ »• 



A-f^I.A+a.A^-S 



S-f3 X 

etc. 
Dcinc en faisant Q' ou 






K.= îi:^(-^)- 



K, 



1.2 
Jl.H— 1 .71- 



etc. 



/A'<*p cos A^ = -jr (—o) . — ^^g ^ — B% 



I A+1 i.a A+i.Â+a ^>»* 

^ j n.n — i.n — a j ti^^a . w^"X^^i . n — h-^sà *_ . ^ ^ 

^ i.a.3 "* • A+i.A+fl.A+3 *"^^^- 

(64). Remarquons que dans rapplication de cette focinule il &Qt 
supposer n=: ou > A. En eflfet, si n était <<A, le développement 
de A' ne pourrait donner aucun terme semblable à cos A^ , ainsi 
l'intégrale /A "^ cos A^ y prise entre les limites données^ serait nulle. 

La plus petite valeur qu'on puisse donner à n est donc n = A^ 
alors on afù^d(p cos A^ss^tt (— •û)'', ce qui se vérifie inunédia^ 
temeot. 

Le cas de A = o mérite encore d'être remarqué ; alors on a 

/A'^=:^[x+n'a'+(^^)V+ (""-^;P )V-f-etc.]. (7) 

Comparant cette formule à la formule (5)^ on en tire 

/A-^ = (i^aO-— /^., (8) 

ce qui établit un rapport remarquable entre ces deux intégrales, 
rapport qui aurait lieu quand même n ne serait pas un nombre 
f&ntier , et c*est ce qu'on vérifiera aisément pour le cas de n = 5 , 
par les formules de la première partie. 

En général si Ton observe que la valeur du coefficient B* ii*est 
autre chose que celle du coefficient A% dans laquelle on aurait mis 
n+i SLU lieu de n , on en conclura que les deux*intégrales dési-- 
gnées par P""*"' et Q", ont entre elles un rapport très-simple ; on 
a en effet d'après les équations (3) et (6), cette formule très- 
remarquable 

"^ ^ ^ n+i.n+a.yi+3...iH-^^ W* «^ J ^«^i-t 

et l'équation (8) n'est qu'un cas particulier de celle-ci. 

Toutes ces formules sont dues à Euler; mais les démonstrations 
4e cet illustre Auteur sont, si je ne me trompe, beaucoup moins 
simples que celles que je viens d'exposer. Yo^ez le tome IV de 
son Calcul intégral, pag. 194 ^^ ^^^- 



FIN DE LA TROISIÈME PARTIE. 
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-t-1- JL# JLJ XJ M^MJJVJ ±TJ- Xr X X JJj XL JLi kJ. 



PREMIÈRE PARTIE. 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

S I- Idée générale des différentes sortes de transcendantes con^^ 
tenues dans la formule intégrale / -g- 9 pag. 4 

Oa démontre que P étant une fonction rationnelle de x^ et R un radical de 

p j„ 
la forme J/(« + Cx + ^a:* + J^x^ + t a:*) , Tintégrale /^-jr— ne contient que deux 

sortes de transcendantes. Tune de la forme /(A-|-Bx+Cx^) -5-, Tautre de 

dx ^ 

-^, A, B, C, D; n étant des coef&ciens constans. 



la forme / — r- . ^ 
■' 1 +/IX R 

§ IL Manière de faire disparaître les puissances impaires de la va» 
riable sous le radical ^ 7 

S ni. Réduction de la dfférentielle — ^^ à la forme ^r ^ » ' « V 

9 

Les principaux avantages de cette transformation sont » i^. que le radical R » 
qui dans sa généralité contient quatre coefficiens arbitraires , est remplacé par 
le radical A== |/(i -•-c'sin^^) , où il n*y en a qu'un; a^. que la variable x; 
qui pourrait être assujétie à certaines limites , est remplacée par l'amplitude ^ qui 
croît indégniment; 3*. que l'intégrale, ^Âns sa nouvelle forme, peut être déter- 
minée pour toute valeur de ^, si elle est connue seulement depuis f = q jusqu'à 

S IV. Développement de la formule f^^, i^ 

On démontre .que la formule f-^^ , où Q est une fonction rationnelle paire 
jde sin f , ne contient que deux sortes de transcendantes ; l'une de la forma 
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§ V. Définition des fonctions elliptiques, et leur division en trois 
espèces, page ^4 

La plus simple des fonctions elliptiques est représentée par /— , elle cons- 
titue la première espèce ; Tare d'ellipse désigné par /Adip est la seconde es- 
pèce, et rintégrale/7 — . . > X ^ est la troisième. 
*^ * ^ -^ (i4-nsin*ç)A 

§ VI. Comparaison des Jonctions elliptiques de la première espèce i 

On donne, d'après Euler , Tintégralo algébrique complète de leqnitioa 

~-rr H 7^ = , cette intégrale répond à Téquation transcendante F {f) 

A(^) A (4) 

-f-F(4) = F(/tA); d'où il suit qu*on peut résoudre algébriquement tous les pro- 
blèmes relatifs à l'addition, la soustraction , la multiplication et la dinsion des 
fonctions F , comme on le fait à l'égard des arcs de cercle. 

S Vn. jipplication à la lemniscate , Zj 

Les arcs de cette courbe réprésentent la fonction F (e, ^)dans le cas où le 
module c = sin 45°. 

§ y III. ^application au mouvement du pendule simple, ^0 

Le tems du mouvement par un arc quelconque , soit que le pendule ne fasse 
que des oscillations , soit qu'il tourne toujours dans le même sens autour du point 
de suspension, est en général une fonction elliptique de la première espèce, et 
jouit de toutes les propriétés de cette fonction. 

§ IX. Comparaison des fonctions elliptiques de la seconde espèce, J^i 

La même équation algébrique, qui donne F(^) + F(4) — F(/tA) = o, s*ap- 
^lique aux fonctions de la seconde espèce , et donne £(^)-(-£(4) — ^(f^) 
= à une quantité algébrique c'sin^sin^sinfi. Ainsi toutes les comparaisotiB 
des arcs d'ellipse s'établissent sur la même base que celles des fonctions F. 

§ X. Comparaison des arcs (ff hyperbole ^ 5a 

§ XI. Développement particulier de la formule 

Zz=^r (f+gx')dx 5, 

^ J K(«*+afltCx»cos« + C'x*)* ^ 

L'application de cette formule à diverses intégrales définies , offre différens ré- 



Digitized by 



Google 



3 A.J11. ± neoreme sur tes jonciions compiciGs ae première ei ae 
seconde espèce^ dont les modules sont complémens Tun de 
Foutre j P^g6 6i 

§ XHI. Équations différentielles qui expriment la liaison mutuelle 
des fonctions E et F, 6a 

On remarque qu'une table des fonctions £ servirait à déterminer lea fonctions F, 
et réciproquement. 

S XIV. Développement des fonctions jP* et -B' en séries j 65 

Ces fonctions dépendent chacune d'une équation dilTérentielle linéaire du se- 
cond ordre : elles se développe^t en séries , de deux manières , Tune suivant lea 
puissances du module c^ l'autre suivant les puissances du module copipléniea- 
taire b. 

5 XV. Des changement qu^on peut faire subir au paramètre dans les 
fonctions elliptiques de troisième espèce j 68 

Formule pour transformer une fonction de troisième espèce dont le paramètre 

c* 
est n, en une autre dont le paramètre est — > 69 

On distingue dans les fonctions elliptiques de troisième espèce , trois formes 
du paramètre ; savoir , n = cot*9 , n = — i + 6' sin*fl , n = — c* sin^ô , .7a 

Formule pour transformer l'uue dans l'autre les fonctions elliptiques dont lea 
paramètres n et n' satisfont à l'équation (1 +71) (i + n') = 6*, 73 

Au moyen de cette formule on peut réduire toute fonction dont le paramètre 
«st de la forme n = cot'd , à une fonction dont le paramètre est de la forme 
n = — 1 -{- £' sîn*9 , et réciproquement ; mais celles qui sont relatives à la troi- 
sième forme n = -» c^ sin*6 , ne sont réductibles qu'à des fonctions dont le pa« 
ramètre est de la même forme , j^ 

è XVI. Comparaison des fonctions elliptiques de la troisième es^ 
pèccj 75 

La même équation algébrique, qui donne F (^) + F (4) — F(/>t) = o et 
E (^) + E (4) — E ( fi) = c* sin 9 sin 4 sin fc , s'applique aux fonctions de troi- 
sième espèce, et donne II (^) + n (4) — H (fc) = à une quantité déterminable 
par arcs de cercle ou par logarithmes. Ainsi les fonctions de la troisième espèce 
ae comparent comme celles de la première espèce^ aux différences près que 
comporte la nature de ces fonctions. 
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Le module d'une de ces fonctions sert à déterminer tous les autres; il en ré- 
sulte une suite ou échelle de modules qui se prolonge à Tinfini dans les deux sens, 
depuis zéro jusqu'à l'unité. De même, Famplitude d'une de ces fonctions sert à 
déterminer toutes les autres qui sont croissantes à l'infini dans un sens , et dé-, 
croissantes dans l'autre, jusqu'à une limite déterminée. 

§ XVIIL Application de la même loi aux fonctions elliptiques de 
la seconde espèce y .. 85 

Le premier résultat de cette application est que la fonction de première es- 
pèce F (c, ^) peut s'exprimer généralement par deux fonctions de seconde espèce 
E (c , ^) , E(c', ^0 ; d'où il suit que tout arc d'hyperbole peut être déterminé par 
deux arcs d'ellipse, ce qui est le théorème de Landen. 

On peut former, d'après la même loi, une suite infinie d'ellipses teUes qn'en 
supposant connus les arcs de deux de ces ellipses, on pourra trouver les arcs 
de toutes les autres. 

§ XIX. Méthode i approximation appliquée aux fonctions elliptiques 
de la première espèce, 8g 

Deux formules remplissent cet objet, l'une pour le cas où le module c n'est 
pas trop près de l'unité , l'autre pour le cas où la différence i — c est extrê- 
mement petite. 

Les mêmes formules servent à résoudre le problème inverse, c'est-i-dire , i 
déterminer l'amplitude ^, quand on connaît la fonction F(c, ^). 

§. XX. Propriétés particulières des fonctions F(c)y F{h), dont les 
modules sont complémens l'un de Vautre^ gj 

Ces propriétés conduisent à des expressions singulièrement approchées da 
nombre «■ en quantités logarithmiques. 

§ XXI. Méthode ^approximation appliquée aux fonctions ellip^ 
tiques de la seconde espèce, 102 

On donne encore sur cet objet deux formules , l'une pour la cas où c n est 
pas trop près de l'unité > l'autre pour lé cas où la différence 1 — c est extrê- 
mement petite. 

Ces formules sont ce que l'analyse peut offrir de plus simple pour la recti- 
fication de l'ellipse et celle de l'hyperbole. 

S XXU. Formules remarquables pour déterminer les fonctions oom^ 
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On À ajouté line table des logarithmes des fonctions F'(c) , E»(c) , calcules 
pour tous les angles du module, de degré en degré , depuis zéro jusqu'à go^ 118 

§ XXIII. Méthode et approximation appliquée aUx fonctions ellip^ 
tiques de la troisième espèce ^ 119 

Après avoir déterminé la loi que suivent les paramètres et les coefficiens des 
transformées successives , on donne l'expression générale de la fonction , pouf 
teus les cas où le module n est pas trop près de l'unité. 

On discute ensuite, d'une manière fort étendue , le cas où le module diffère très-*- 
peu de l'unité , et on en donne la solution générale par une suite convergence. 

§ XXIV. Des cas les plus généraux dans lesquels on peut opérer 
la réduction des fonctions elliptiques de la troisième espèce ^ i54 

On démontre généralement, 1®. quô toute fonction complète de troisième 
e5pèce peut s'exprimer par des fonctions de la première et de la seconde espèce. 

a*». Qu'il en est de même de toutes les fonctions non complètes en nombre 
infini , qui peuvent se mesurer par la fonction complète. 

S*>. Que la fonction de troisième espèce Tt{n, c, ^) peut se réduire indéfini- 
ment à la première espèce, dane une infioîté de cas pour lesquels ou a un symp- 
tôme général. ^ 
§ XXV. Réduction générale des fonctions elliptiques dont le pa- 

rameur est imaginaire , 1 47, 

On démontre généralement que toute fonction elliptique de troisième espèce 
dont le paramètre est imaginaire', peut se réduire à deux fonctions de la même 
espèce dont les paramètres sont réels, l'un étant de la fornie — 1 -f-5*8in»fl ; 
l'autre de la forme — ^ sin* ô ; ce qui confirme pleinement la division qui a été 
£aite des fonctions elliptiques en trois espèces. 

On discute particulièrement le cas où n= e (cos4-f-|/— *i sinfl), et celui ou 
I -j.n=i(co8A.4- V^ — isinA). 

§ XXVI. D'un sjmptôme général pour tecoûnaltre $i deudc fonctions 
données de troisième espèce y qui ne diffèrent que par les para-- 
mètres y peuuent se réduire l'une à l'autre , 169 

5 XXVII. Exemple d^une transformation particulière de fonctions 
elliptiques de la première et de ta seconde espèce y i6r 

Cet exemple se rapporte aux fonctions dont les modules sont sin 76* et sin i5% 
et «ont par conséquent complémens Turi de l'autre. 



Ces séries procèdent suivant les sinns des arcs multiples de Tamplitude , 
et leurs coeiEciens peuvent être déterminés généralement par les formules re- 
latives aux fonctions complètes de la première et de la seconde espèce. , 

§ XXIX. Surface du cône oblique, 1^5 

On démontre que la surface totale est toujours déterminable par des arcs 
d'ellipse y soit que la base soit un cercle , soit qu'elle soit une ellipse. 

§ XXX. Construction de la ligne la plus courte sur la surface 

du sphéroïde y 178 

La latitude d*un point quelconque de cette courbe étant donnée , on trouve la 
longueur d'un arc de la courbe par celle d'un arc égal d'ellipse; quant à la Ion« 
gitude, elle dépend d'une fonction elliptic^ue de troisième espèce , et d'une de 
première espèce : on peut aussi la construire par le développement d'un cdne 
oblique à base circulaire. Les points où la courbe rencontre l'équateur et ceux 
où elle touche les parallèles entre lesquels elle est contenue ^ se détenximent 
par les seuls arcs d'ellipse» 

§ XXXI. Détermination de Taire de Vellipsoïde^ 18a 

On donne d'abord la valeur approcbée de cette aire par une série régulière 
et convergente. 

On détermine ensuite la valeur exacte de l'aire en fonctions elliptiques , par 
la considération des lignes de plus grande et de plus petite courbure tracées ; 

«nr la surface de l'ellipsoïde ^ et on trouve que l'aire totale peut s'exprimer par 
des arcs d'ellipse. 

5 XXXII. De quelques fomudes intégrales qui peuvejit se ramener 

aux fonctions elliptiques y 194 j 

On prouve que cette intégrale ne dépend que des fonctions eHiptiqpiea de la 
première et de la seconde espèce. 



:aoi 



S XXXIV. De r intégrale Z= f ^ , 

On examine «ncceasivement le cas de p=:S et t^^=j, celui de r=«-*3 ^ 
ft= — J, et enfin celui dey=i et/tA = r— f, tous trois susceptibles d'être 
résolus par les arcs de cercle et les logarithmes. 

§ XXXV. Des cas principaux ou Von peut éi^aluer , par les ^foiu> 
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Ces cas sont ceux où n est égal à l'nn des nombres 3, 4 > 6, 8 et la. Dans 
le cas de n =: i a , on parvient à des résultats très-remarquables sur la compa^ 
raison des fonctions complètes -F^Cc), F*(i), tant entre elles qu'avec la fonc- 
tion F'(8in45°), Fangle 6 du module c étant tel qu'on a sinâS =:tang*i5*. 



SECONDE PARTIE. 

DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 

§ I. Des intégrales Eulériennes de la première espèce ^ 2:k2 

Formule générale qui comprend presque toute la théorie de ces fonctions ^ et 
qui peut être regardée comme une sorte d* équation aux différences finies par- 
tielles , j2<2^ 

Au moyen des auxiliaires désignées par Aa, on donne l'expression générale 

des fonctions (-j sous deux formes différentes, selon que p + f est ^ 

ou < n , a3o 

On fait voir que si n est pair, le nombre des auxiliaires peut être réduit à 

moitié par la formule (d^ , q5j 

S IL Formule pour évaluer par approxifnation les intégrales f^y 2/^o 

On cherche particulièrement la valeur approchée de cette intégrale lorsque p 
et q sont très-petits par rapport à n. 

§ m. Remarque sur quelques cas particuliers où Von peut sommer la 
suite désignée par 4 (x) , et deux autres de la même espèce ^ ^44 

On donne sur ces suites plusieurs théorèmes remarquables qui sont dus k 
Landen, et on ajoute les démonstrations de quelques-uns d'eux, que l'auteur a 
supprimées. 

§ IV. Considération des formules intégrales f-^ ^og-, 

/og'* -, etc. Théorème très^remarquable sur lapre^ 

1/(1— xY'** 

mière de ces formules , 349 

Ce théorème sert à déterminer exactement la première de ces intégrales , en 
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xP-'dx 



dca termes pris de n en ti , dans la suite i4--s + 5S+7s + *^c» 

-§. V. De la réduction des transcendantes désignées par (a, n)*, p, aôS 

On ^aite particulièrement le cas de TO=a, n=:6, et celui de m==5, 
n=&; ils dépendent de deux transcendantes dont on cherche rexpressioo ea 
séries convergentes. 

§ VI. Des intégrales Eulériennes de la seconde espèce , 276 

^oute intégrale de la première espèce T- J peut s'exprimer très-simplement par 
les fonctions r 5 réciproquement toute fonction T{a) dans laquelle a est un nombre 
rationnel ^ peut s'exprimer par les intégrales (- j > fl83 

Expression de la fonction r(^) lorsque k est très-petit , 289 

On prouve que la fonction V{a) sera connue pour toute râleur de C; si on 
connaît seulement cette fonction depuis a = f jusqu'à a= 1 , ïbid. 

Formule pour calculer directement la valeur de chaque fonction T, ago 

Cette formule est du nombre des suites demi-convergentes; on cherche, 
a priori , le point où i) faut s'^rrêtçr dans le calcul de cette suite , et on fixe 
le degré d'approximation qu'elle peut donner dans chaque cas , s^a 

Considérations générales d*où l'on déduit des suites convergentes et réguUères , 
pour exprimer les valeurs de log r (1 + «) , log r( 1 — x), etc. , ajS 

Application de ces suites à l'expression jgénérale du logarithme de la fonc- 
tion (-jf 3oo 

L'intégrale fV^é^^dt^ prise depuis /==o jusqu'à f=:oo» se ramène immé^ 
diatement aux fonctions T ^ Soi 

Table des logarithmes de la fonction X (o) pour toute valeur de a , de millième 
^n millième , depuis a = 1 . 000 jusqu'à a = a . 000 ^ Soa 

TROISIÈME PARTIE, 

DES QUADRATURES. 

g L Formule générale poiur les quadratures ^ S08 

Cette formule se compose d'une intégrale aux différences finies et d'une suite 
4e corrections dont la loi est connue ^ 3t 1 

Moyen^ 
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quarrer , page 3i5 

Le résultat de la formule générale se rapproche beaucoup de celui qu*on 
obtient en considérant Paire de la courbe proposée comme une somme d'aires 
paraboliques , déterminées chacune par trois ordonnées consécutives et équi- 
distantes y 319 

§ II. Construction de la courbe dans laquelle F arc s est donné en 

Jonction de la quantité ^ , Sao 

On trouve généralement TexpressioB de chacune des coordonnées par uns 
intégrale aux différences finies , jointe à une suite de corrections dont la loi 
est connue. 

§ III. Application de la méthode précédente au calcul de la ira* 
jectoire d'un projectile, 55o 

On donne les détails du calcul pour trouver ^ dans un exemple particulier , la 
hauteur du jet , l'amplitude de la branche ascendante et celle de la branche 
descendante. On détermine ensuite la position de l'asymptote verticale et celle 
de l'asymptote inclinée. 

^ lY. De l'intégrale indéfinie fixClog^ éprise depuis x:=:Oy SSg 

On donne deux formules pour évaluer cette intégrale par approximation , 
Tune pour tous les cas , l'autre pour celui seulement où x est très- petit. On 
donne aussi une formule pour trouver l'intégrale lorsque x est plus grand que 
l'unité. 

§ V. De V intégrale /ydx prise entre deux limites qui rendent nulle 
la fonction y, 343 

Application à l'intégrale fx^e^'dx , prise depuis a; = jusqu'à a:= 00 , «t étant 
un nombre positif. 11 en résulte la même formule qui à. été trouvée dans la 
seconde partie pour la valeur de r ( * + 1) , 346 

Application i l'intégrale faf' ( 1 '-^x)^dx , prise entre les limites x=io, x=: i » 
it et C étant positifs , 548 

Cette intégrale comprend, la détermination générale des fonctions (-), 35 1 

§ VL De t intégrale fxr''^e^^dx y prise entre les limites imaginaires 
qui rendent nulle xt"* e""* , 55 1 

La valeur de cette intégrale désignée par F^ (a), se trouve généralement en 
supposant connue la fonction F (a). 353 
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intégrale peut être déterminée exactement en lonctioii de wete, toutes les fois 
que skA est un nombre entier , pageSSS 

S VII. De l'intégrale Z =: f — ^ — et autres semblables , prises 

depuis x=2 Jusqu^à x = oo. SS/ 

On déduit de la formule principale deux séries d*idtégrales qui peuvent tontes 

être déterminées en fonction des nombres e et tf. En général on peut trouves 

, , -11../! A'/Mcos ax4- NxsinoxX . , 

la valeur exacte de 1 intégrale / f-s g jdx , depuis a=o 

jusqu'à x= 00 , si M, N, P sont des fonctions rationnelles et entières de x*, 
P étant la pjus élevée , et si en outre P n a aucun facteur de la foimt 
X*— m% 36o 

S vin. De l'intégrale Z=:/e"»" dx cas ax, prise depuis x=o 

jusqu'à X = 00. 36a 

Autres intégrales quon déduit de la même formule, 363 

ak —j _ /' t «^ n x 

s IX. De ^intégrale Z (k)=/x ^ dxe ^ ^^ \ prise depuis 
X = o jusqu'à x = oo, 364 

S X. Des intégrales /x*-'e— ™* dx 005 nx ^ /x^-'e— "" dx ^m nx , 
prises entre les limites x=co, x = oo, $67 

§ XL De P intégrale j ^^ 7"^^ et autres semblables , prises depuis 

X =r o jusqu'à x= I , 57a 

Loi très-simple que suivent les intégrales / T-j J x""^*dx, en donnant 

à h les valeurs successives 1 , â > 3 , etc. 

S XII. Des intégrales I — ^^ et /A" dçj cos A^ , /?rwe^ depuis 
^= o jusqu'à ^ =:^y en supposant les nombres X et n entiers , 
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